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UMA DECADA DO CURSO DE
LICENCIATURA EM MATEMATICA
DO CAMPUS TOLEDO DA UTFPR:
PROTAGONISMO, IDENTIDADE E
COMPROMETIMENTO

Rodolfo Eduardo Vertuan: rodolfovertuan@utfpredu.br

Suellen Ribeiro Pardo Garcia: suellenpardo@utfpredu.br

Barbara Winiarski Diesel Novaes: barbaraw@utfpredu.br

Este é um livro em comemoracao a uma década do curso de Licencia-
tura em Matematica, do campus Toledo, da UTFPR. O curso teve inicio em
2011 e desde entdo passou por muitas mudangas sempre com o objetivo
de tornar o aluno um profissional da educacdo mais humano, criativo e
responsavel.

Mas o que se passa em uma década de um curso tdo desejado e
planejado cuidadosamente por aquele pequeno grupo de professores? O
livro ndo vai conseguir contar todas as memorias e nem os sentimentos
envolvidos pelos professores e alunos em cada projeto, cada atividade,
cada situacdo desafiadora, mas com certeza serd capaz de apresentar a
forca desse grupo de pessoas comprometidas com a educagio.

Dividido em duas partes, o livro abrange tanto a area de educacao
matematica quanto a matematica pura e aplicada. A primeira parte



denominada de Educacdo Matematica apresenta capitulos que abordam
projetos fundamentais para o curso, trabalhos de conclusio interessantes
e reflexdes sobre a formacao inicial de professores. Esses capitulos desta-
cam a importancia do dinamismo do estagio curricular, a participacao no
Programa Institucional de Bolsa de Iniciacao a Docéncia (PIBID), a relacdo
entre a universidade e a comunidade, a educacdo matematica inclusivae o
uso de jogos pedagdgicos digitais, a histéria da matematica e a arte como
recursos para promover aprendizado significativo.

Ja na segunda parte do livro, denominada Matematica, os capitulos
exploram pesquisas e trabalhos de conclusido de curso na area de mate-
matica pura e aplicada. Eles abordam temas como formas indeterminadas
do calculo, equacdes do calor unidimensional, métodos de aproximacao
para o nimero de ouro, andlise da relagio entre o indice Ibovespa, o preco
do petréleo e as acbes da Petrobras, aplicacdo de regressdes lineares na
estatistica e estudo da algebra ao longo dos dltimos 10 anos do curso.

1 EDUCACAO MATEMATICA

O primeiro capitulo Estagio e Residéncia Pedagdgica: reflexos da
dinamicidade na formacio inicial do professor de Matematica, destaca o
dinamismo do Estagio Curricular Obrigatério do curso cujas acoes sio re-
sultado da reflexao dos docentes e da construcdo coletiva, considerando as
particularidades dos estagiarios e dos diferentes contextos de sala de aula.

O capitulo Experiéncias com o PIBID TOO Matematica: licoes para uma
formadora de formadores (2014-2016) destaca a participaciao do curso no
Programa Institucional de Bolsa de Iniciacdo a Docéncia desde o seu lanca-
mento em 2012. A pesquisa revela a importancia do PIBID na formagao dos
estudantes e docentes, questionando as praticas formativas e promovendo
novas perspectivas na relagio teoria-pratica.

Na sequéncia, um texto que destaca a importancia do tripé ensino-
-pesquisa-extensao em uma universidade, especialmente no curso de
licenciatura. O capitulo Universidade e Comunidade: uma parceria essencial
ressalta a relacdo direta entre os estagios, pesquisas e atividades de extensio
realizadas pelos futuros professores nas escolas onde atuardo. Apresenta um
panorama das parcerias estabelecidas ao longo de uma década de existéncia
do curso, descrevendo agdes e projetos de extensao passados, presentes e
projetando futuros desafios, com o objetivo de fortalecer essas parcerias
com a comunidade.



O capitulo Reelaborando Oficinas de Matematica na Perspectiva da
Educacao Inclusiva: materiais didaticos produzidos na impressora 3D apre-
senta o conceito de educagao matematica inclusiva, o uso de tecnologias
assistivas e exemplos de materiais desenvolvidos pelos alunos, além de
destacar as consideracdes e desdobramentos do projeto. O texto ressalta a
importancia da formacdo inicial de professores para lidar com a sala de aula
inclusiva, destacando a necessidade de conhecer os estudantes apoiados pela
Educac3o Especial e adaptar os métodos de ensino e recursos garantindo
acesso equitativo a educacdo matematica.

Na sequéncia, o capitulo Explorando a Histéria da Matematica e a Arte
como Recursos Didaticos para o Ensino de Matematica, apresenta duas
propostas de atividades que surgiram a partir de trabalhos de conclusao
de curso que visaram estimular a compreensao e reflexdo dos estudantes
por meio da Histéria da Matematica e da Arte. Uma das propostas aborda
sistemas numéricos e sua relacdo com a Histéria da Matematica, enquanto
a outra envolve a obra de arte O Abrago, de Romero Britto, explorando o
teorema das quatro cores.

Também apresentando resultados de trabalhos de conclusdo de curso,
o capitulo A elaboragio de Jogos Pedagégicos Digitais utilizando o Game
Design como fio condutor, destaca o uso de jogos na educagdo como uma
abordagem inovadora e eficaz para engajar os alunos e promover aprendi-
zado significativo. Neste trabalho é abordado o design de games como chave
para criar experiéncias de aprendizado envolventes. O trabalho apresenta
dois exemplos de jogos desenvolvidos pelos alunos, o Interstellar Math para
a Educacio Bésica e o Clash of Math para o Ensino Superior.

2 MATEMATICA

Agora, trazendo os capitulos da parte dois do livro, comegamos com o
texto Consideragdes a respeito das formas indeterminadas do calculo para
o0 ensino basico, que apresenta os diversos significados para a palavra “inde-
terminacao” sob o olhar matematico. O capitulo, que traz os resultados do
trabalho de conclusdo de curso de um dos autores, tem como objetivo principal
justificar as razoes que levam tais expressoes a ganharem tal nome e apresentar
algumas atividades, para o Ensino Basico, para que seja possivel realizar uma
discussdo a respeito das formas indeterminadas ainda nesse nivel de ensino.

O capitulo “Equagao do Calor Unidimensional: Resolu¢io Analitica e
Computacional” apresenta mais um trabalho de conclusio de curso, mas



desta vez na drea de matematica aplicada. Neste trabalho os autores tra-
zem a importancia do estudo da conducio do calor nas ciéncias exatas e
apresentam a resolucdo do problema de fluxo do calor de maneira analitica
e numeérica.

Outro texto apresentando a matematica aplicada é o capitulo
Comparacao entre os métodos de Newton-Raphson e Halley na determinacao
de aproximacoes para o nimero de ouro em que os autores exploram as
propriedades matematicas do niimero de ouro e sua presenca na natureza,
bem como sua aplicagdo na arquitetura. O capitulo discute a relacdo entre
o nimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci, bem como exemplos de sua
presenca em obras arquitetdnicas famosas. Também destaca a importancia da
proporg¢ao aurea na criacao de equilibrio e beleza na arquitetura e no design.

Na sequéncia, o capitulo A relagdo Ibovespa x Petréleo x Petrobras
através de correlacio e regressio linear apresenta mais uma aplicacio
da matematica agora em um contexto da economia. Neste trabalho, a
influéncia do preco do petréleo e das agbes da Petrobras no indice Ibovespa
é investigada por meio andlises de conjuntos de dados utilizando softwares
computacionais e métodos estatisticos.

No préximo capitulo, intitulado “Algebra”, os autores descrevem como
foram os Gltimos dez anos ensinando e aprendendo Algebra no curso de
Licenciatura em Matematica. Com muito orgulho eles apresentam os re-
sultados de varias producoes dos alunos entre trabalhos de conclusdo de
curso e artigos. Refletem sobre os matematicos famosos e os problemas
que enfrentaram, desde os nimeros inteiros até as algebras. Mencionam
teoremas cldssicos, como o teorema de Pitagoras, e problemas modernos,
como a criptografia. Discutem também polindmios, equacoes polinomiais
e a contribuicdo de matematicos renomados, como Galois e Emmy Noether.

No capitulo “Solubilidade e Calculo do Grupo de Galois de Polindmios”,
os autores apresentam o papel fundamental que as equagdes desempenham
na matematica, representando igualdades entre fatos, conceitos e ideias. O
grau dessas equacoes e sua solubilidade foram objetos de estudo de Evariste
Galois que introduziu a teoria de grupos e a teoria de Galois. Essas teorias
marcaram a transicdo da algebra como estudo de polindmios para a dlgebra
moderna, enfocando estruturas algébricas. O capitulo aborda a relacao
entre grupos sollveis e a solubilidade de equacdes polinomiais por radicais.

Em suma, este livro representa uma década de esforcos, inovacao e
dedicacdo por parte do corpo docente e discente do curso de Licenciatura em
Matematica. Ao apresentar projetos, pesquisas e trabalhos de conclusio de



curso, ele destaca a importancia da formacao de professores comprometidos
com a educacdo, da aplicacdo da matematica em diferentes contextos e da
busca por solugoes criativas para desafios educacionais. Certamente, essa
obra serve como um testemunho da evolucdo do curso e como inspiracao
para futuros profissionais da educacio, fortalecendo a comunidade académi-
caereforcando aimportancia da matematica para a sociedade. Desejamos
a todos uma étima leitura!

Barbara Winiarski Diesel Novaes
Rodolfo Eduardo Vertuan
Suellen Ribeiro Pardo Garcia






ESTAGIO E RESIDENCIA PEDAGOGICA: REFLEXOS
DA DINAMICIDADE NA FORMAGAO INICIAL DO
PROFESSOR DE MATEMATICA

Emerson Tortola: emersontortola@utfpredu.br

Vanessa Largo Andrade: vanessalargo@utfpredu.br

Este capitulo retrata a dinamicidade que defendemos para a organizacao
e a efetivacdo do Estagio Curricular Obrigatério do Curso de Licenciatura em
Matematica do campus Toledo da UTFPR, que se operacionaliza, sobretudo,
por meio de quatro disciplinas de Estagio Supervisionado na Educa¢ao Basica
e/ou pela participagao no Programa de Residéncia Pedagogica, subsidiado
pela Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES),
a partir do ano de 2018.

O termo “dinamicidade” é por nds utilizado pois as agcoes empreendidas
sao decorrentes tanto de um movimento de reflexao dos docentes (orientado-
res), que a cada semestre fazem modificages no planejamento com base nas
experiéncias vivenciadas com os estagiarios e residentes e em seus feedbacks,
quanto de uma proposta de construgao coletiva das atividades, que considera
a idiossincrasia dos estagiarios e residentes e a complexidade dos diferentes
contextos de sala de aula em que eles podem vir a atuar.

Para isso, sdo trazidas para discussdo neste capitulo algumas a¢bes que
tém sido empreendidas nesse contexto, que contemplam desde o plane-
jamento até a efetivagao da regéncia, seja em aulas regulares ou na forma
de oficinas de matematica, e que sdo tomadas para reflexdo sobre a pratica
profissional docente.



Essas acoes fundamentam-se em nosso entendimento de estagio cur-
ricular, sobre o qual discorremos inicialmente, e s3o reflexos do “jeito” como
organizamos as disciplinas de Estagio Supervisionado na Educacdo Basica e,
atualmente, o Programa de Residéncia Pedagdgica, o qual apresentamos na
sequéncia. Por fim, para dar corpo a discussao, apresentamos alguns exemplos
de tais acoes que ilustram nossas experiéncias com o Estagio Curricular Obri-
gatdrio no Curso de Licenciatura em Matematica do campus Toledo da UTFPR.

1 ESTAGIO CURRICULAR OBRIGATORIO NOS
CURSOS DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

Como nos formamaos professores? Embora ndo haja uma resposta assertiva
sobre essa questao, precisamos considerar, de forma articulada, aspectos tedri-
co-epistemoldgicos e didatico-pedagdgicos quando refletimos sobre ela e essa
reflexdo deve ser feita sob um olhar ao mesmo tempo critico e cauteloso, pois o
entendimento que se revela sobre tal questdo orienta, de certa forma, a maneira
como s3o organizados os estagios curriculares nos cursos de licenciatura.

Quando pensamos a respeito do estagio, precisamos, como indicam
Silvestre e Valente (2014), (re)pensar a sua finalidade, (re)conhecer que as
concepgoes que o nortearam até entdo ainda nao superaram a divisao entre
teoria e pratica e, assim, provocar o estreitamento do vinculo escola e instituicao
formadora. Ou seja, precisamos:

[...] construir mecanismos para que, de fato, haja integragao sélida entre a
instituicao formadora e as escolas de ensino basico, para que os estagios
curriculares se transformem em atividades, entre tantas outras realizadas
no periodo de formacdo inicial. Além disso, que desencadeiem a cons-
ciéncia critica dos alunos [futuros professores] no que diz respeito ao seu
compromisso como profissional de educagdo, porque pde em movimento
conhecimentos e habilidades necessarias para o exercicio da docéncia.
(SILVESTRE; VALENTE, 2014, p. 29)

De acordo com os autores, um bom professor é aquele que sabe inter-
pretar o fendmeno educativo “[...] em suas multiplas dimensdes, e isso s6 lhe
é possivel se tiver, além de um referencial teérico, habilidades intelectuais
pertinentes para elaborar caminhos de analises e sinteses que se transformem
em acdo pedagogica” (SILVESTRE; VALENTE, 2014, p. 28).

Cyrino (2013) defende que a formacio do professor seja feita na perspec-
tiva do conhecimento-emancipagio:



Essa preparagdo e emancipacao profissional na formagao inicial do professor
podera ocorrer se disponibilizarmos contextos tedricos e conceituais
imersos em diversas praticas, estimulando habitos de conversar, investigar,
questionar, refletir e relacionar teoria e pratica num processo interativo
(CYRINO, 2013, p. 81).

O que os autores sugerem, portanto, € que “[...] tanto a experiéncia pratica
como o conhecimento tedrico-pedagdgico e de cada campo especifico do saber—
sdo imprescindiveis para esse profissional compreender e atuarem salade aula”
(SILVESTRE; VALENTE, 2014, p. 28). Em outras palavras, é preciso compreender
que “[...] a relagao teoria/pratica é importante no Estagio, entendendo que a
teoria ilumina a pratica e esta é ressignificada pela teoria” (LIMA, 2012, p. 42).

Também é preciso reconhecer que a compreensio sobre essa relacao
leva tempo, "[...] necessita da mediacdo do formador, da interlocuc¢do com
os pares, do desenvolvimento da consciéncia critica de que a pratica nao se
da pela pratica, mas é embasada por principios, teorias, valores e intencoes
(SILVESTRE; VALENTE, 2014, p. 28).

Além disso, Cyrino (2013, p. 78) nos chama a atencao para:

[...] considerar que a formacio do professor de Matematica ndo se
inicia no momento em que ele é admitido num curso de licenciatura
em Matematica, pois ele tem contato com aspectos que caracterizam
a profissao docente muito antes de iniciar o curso de licenciatura,
em toda a sua formagao. As atividades e as caracteristicas da cultura
e do contexto no qual se desenvolve o conhecimento do futuro
professor de Matematica sdo partes integrantes de seu aprendizado.

Assim, a formacao do professor também nao acontece somente nas
disciplinas e atividades curriculares voltadas para o estagio. Entretanto, como
explica Cyrino (2013), é no ambito do estagio que os futuros professores podem
analisar e refletir sobre as suas experiéncias, tomando-as como mediadoras
da sua relagdo com a realidade, funcionando como um filtro na organizacao
das acoes de sala de aula.

Para Cyrino (2013, p. 85) é interessante buscarmos uma formacao na qual
os futuros professores possam “vivenciar, refletir e conscientizar-se de que a
producao e a difusao de conhecimentos compdem um processo que envolve
transformacao, criatividade, criticidade, liberdade solidaria e participagio
ativa na constituicdo dos saberes™:



Nos cursos de licenciatura em Matematica, o futuro professor deve ser desper-
tado para a importancia de valorizar e fortalecer as experiéncias culturais e
sociais dos seus futuros alunos para que se possa construir uma sociedade
mais ética, fraterna e solidaria. Uma ética diferente daquela que tem valores
como principios [...], mas uma ética que tenha como principioavida, orespeito
miituo, a solidariedade e a cooperagao (CYRINO, 2013, p. 86).

Alinhados a essas considerac¢des, entendemos o estagio como um mo-
mento propicio para a reflexao e acdo critica da pratica pedagdgica. Trata-se de
um momento oportuno para que a¢oes consideradas “diferenciais” possam ser
desenvolvidas, as quais devem ser pensadas de modo a superar o paradigma
de que existe uma pratica de imitacdo de modelos, na qual o futuro professor
observa, imita, reproduz ou reelabora modelos de pratica ja existentes.

Nesse contexto, buscamos a criatividade, a criticidade e a participagao
ativa e colaborativa— elementos apontados por Cyrino (2013) — como espe-
cificidades para a organizacao do estagio curricular do Curso de Licenciatura
em Matematica do campus Toledo da UTFPR, no qual os futuros professores sao
convidados a pensarem novas ideias e aimplementa-las, a partir da pesquisa,
das suas experiéncias pessoais com a pratica educativa e das suas experiéncias
formativas vivenciadas ao longo do curso, inclusive, sendo incentivada uma
articulacao com disciplinas cursadas anteriormente, tais como Laboratério
de Ensino de Matematica, Tecnologias no Ensino de Matematica, Didatica da
Matematica, entre outras (LARCO et al., 2016).

A seguir, descrevemos com mais detalhes como é feita a organizacao do
estagio curricular no Curso de Licenciatura em Matematica do campus Toledo
da UTFPR.

2 O ESTAGIO CURRICULAR OBRIGATORIO NO
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA DO
CAMPUS TOLEDO DA UTFPR: DISCIPLINAS E O
PROGRAMA DE RESIDENCIA PEDAGOGICA

O Estagio Curricular Obrigatério do Curso de Licenciatura em Matematica
do campus Toledo da UTFPR, atualmente, se operacionaliza de duas formas,
ou os futuros professores cursam quatro disciplinas, denominadas Estagio
Supervisionado na Educacao Basica, enumeradas de 1 a 4, ou participam do
Programa de Residéncia Pedagégica, fomentado pela CAPES.

Asdisciplinas de Estagio Supervisionado na Educacao Bésica sao ofertadas
semestralmente ejuntas totalizam quatrocentas horas, atendendo a carga horaria



minima determinada pela Resolucdo CNE/CP n.° 02/2015. S3o disciplinas com
foco na pratica profissional docente, que tém como objetivo colocar os académi-
cos em contato direto com a realidade escolar, sob a supervisao de um professor
com formacio especifica e, preferencialmente, com experiénciaemsala de aula.
Contemplam, portanto, atividades de observacao, de regéncia e de reflexao, cada
uma com indicacoes especificas. O quadro1apresenta asementas das disciplinas.

Quadro 1: Ementas das disciplinas de Estagio Supervisionado na Educacao Basica

Estagio Observagdo a docéncia, planejamento e desenvolvimento de uma produgao
Supervisionadona  textual que reflita os conhecimentos produzidos a partir da analise descritiva e
Educacdo Basica1 reflexiva sobre a vivéncia.
Estagio Regéncia de classe em matemadtica em um dos anos finais do Ensino
Supervisionado Fundamental; énfase para o processo de saberes disciplinares, curricu-
na Educacao lares, experienciais; planejamento, desenvolvimento e relatério critico
Basica2 reflexivo da atividade de docéncia.
Estagio Regéncia de classe em matematica em uma das séries do Ensino
Supervisionado Médio; énfase para o processo de saberes disciplinares, curriculares,
na Educacao experienciais; planejamento, desenvolvimento e relatério critico reflexivo
Basica3 da atividade de docéncia.
Estagio Docénciaem modalidades diferenciadas de ensino (turma ou grupo de
Supervisionado alunos): projetos Alternativos; oficinas; Educacdo de Jovens e Adultos;
na Educacao planejamento e desenvolvimento de uma producio textual que reflita os
Basica4 conhecimentos produzidos a partir da andlise descritiva e reflexiva sobre
avivéncia.

Fonte: Os autores, 2023.

O Programa de Residéncia Pedagogica, por sua vez, é um programa
financiado pela CAPES, que busca, conforme descrigdao na pagina do programa,’
contribuir para o aperfeicoamento da formacao inicial de professores da
Educacio Basica nos cursos de licenciatura, tendo como objetivos:

1. Fortalecer e aprofundar a formacao tedrico-pratica de estudantes de cur-
sos de licenciatura;

2. Contribuir para a construcdo da identidade profissional docente dos
licenciandos;

3.  Estabelecer corresponsabilidade entre Instituices de Ensino Superior,
redes de ensino e escolas na formacao inicial de professores;

4. Valorizar a experiéncia dos professores da educagao basica na prepara-
cao dos licenciandos para a sua futura atuacao profissional;

1 Mais informacoes a respeito do Programa de Residéncia pedagogica podem ser obtidas por meio
do link: https://www.gov.br/capes/pt-br/acesso-a-informacao/acoes-e-programas/educacao-basica/
programa-residencia-pedagogica
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https://www.gov.br/capes/pt-br/acesso-a-informacao/acoes-e-programas/educacao-basica/programa-residencia-pedagogica

5. Induzir a pesquisa colaborativa e a producdo académica com base nas
experiéncias vivenciadas em sala de aula. (BRASIL, 2023)

O programa se encontra em sua terceira edicao e para participar as Insti-
tuicdes de Ensino Superior (IES) concorrem a editais de chamada publica. As
instituicoes selecionadas publicam editais de selecdo para definir as escolas
da Educacio Basica que serdo as escolas-campo, os professores que serdo os
preceptores e os licenciandos que serdo os residentes. Cabe aos preceptores
receber e acompanhar as atividades dos residentes na escola-campo, sob a
coordenacdo dos docentes orientadores da Instituicdo de Ensino Superior.

O programa tem dura¢do maxima de dezoito meses, organizados atual-
mente em trés mddulos, os quais totalizam uma carga horaria de quatrocentas
e quarenta horas. Por também atender a determinacao da carga horaria
minima pela Resolu¢ao CNE/CP n. 02/2015, as |[ES se comprometem, ao serem
contempladas com o financiamento, a convalidar as atividades desenvolvidas
no dmbito do programa na forma de cumprimento das atividades de Estagio
Curricular.

A definicao de preceptores, residentes e docentes orientadores é de res-
ponsabilidade das Instituicdes de Ensino Superior contempladas, geralmente
feita por meio de selecao, respeitando-se a constituicao de nicleos, atualmente
formados por um docente orientador, trés preceptores e quinze residentes,
com a possibilidade de participacdo de alguns voluntarios.

O Curso de Licenciatura em Matematica do campus Toledo da UTFPR foi
contemplado com nicleos nesses trés editais, com uma participagdo de mais
de setenta académicos como residentes. Por possuirem objetivos semelhan-
tes ou convergentes, buscamos desenvolver as atividades das disciplinas de
Estagio Supervisionado e do Programa de Residéncia Pedagdgica de forma
articulada, de modo que estagiarios e residentes pudessem e possam trabalhar
em conjunto em prol de sua formac3o.

Isso sé foi possivel gragas a seriedade com que temos conduzido as
atividades das disciplinas de Estagio Supervisionado, sempre buscando uma
aproximacao com as escolas, que com a mesma seriedade tém viabilizado
o desenvolvimento do Estagio Curricular Obrigatério e, recentemente, do
Programa de Residéncia Pedagdgica, atuando em nossa parceria para dar o
devido suporte e promover uma experiéncia que preza pela articulacdo entre
teoria e pratica, como sugerem Lima (2012), Cyrino (2013), Silvestre e Valente
(2014), entre outros autores.

O que muda em termos de exequibilidade é que no dmbito do Programa



de Residéncia Pedagdgica, por conta das parcerias estabelecidas com as es-
colas da Educacio Basica, ha a possibilidade de uma aproximagao maior dos
futuros professores das atividades docentes, uma vez que o acesso as escolas
é facilitado. Os residentes, diferentemente dos estagiarios que fazem uma ou
algumas intervencoes mais localizadas, frequentam a escola semanalmente,
durante o periodo de realizacao do programa.

A definicdo dessas atividades se da em conjunto pelos docentes (orienta-
dores), que se reinem no inicio de cada semestre e analisam o contexto que
se apresenta a partir da realidade vivenciada pelos estagiarios e residentes
e pelo cenario historico, politico e social que se mostra na Educacdo Basica.
Como resposta a essa realidade percebida, ouao menos a alguns aspectos dela,
algumas atividades conjuntas sdo planejadas e realizadas em aulas comuns,
as quais vao desde discussdes de textos, relatos de experiéncias e tematicas
pertinentes ao cotidiano escolar— como oratéria, indisciplina, cuidados com
a satde do professor, educacio inclusiva, Novo Ensino Médio entre outras —,
até a realizacdo de observacoes, andlise de aulas e videoaulas, elaboragao de
planos de aulas, regéncias, socializacdes e autoavaliacdes. E sobre 0 modo
como organizamos e implementamos essas a¢oes que nos debrucamos neste
capitulo, a fim de retratar a dinamicidade envolvida e, ao nosso ver, requerida
para o estagio curricular obrigatério na formacao inicial de professores.

3 A DINAMICIDADE NA FORMI:\(;AO INICIAL
DO PROFESSOR DE MATEMATICA
DO CAMPUS TOLEDO DA UTFPR: DO
PLANEJAMENTO AS PRATICAS DE ESTAGIO

Cada semestre atendemos estudantes diferentes em circunstancias
diferentes. Considerar a realidade vivenciada nas escolas da Educacdo Basica,
bem como as condi¢Oes, questoes e interesses dos nossos estudantes é uma das
premissas que orienta o nosso planejamento das atividades a serem propostas
nas disciplinas de Estagio e do Programa de Residéncia Pedagdgica.

Quando as atividades do programa iniciaram, promovemos acoes espe-
cificas envolvendo os alunos das escolas participantes; quando vivenciamos
a pandemia, buscamos formas de viabilizar atendimento, auxilio e mesmo
regéncias por meio de videoaulas e videoconferéncias; agora, com as mudancas
do Ensino Médio, algumas mudancas tém sido incentivadas em toda a Educacao
Basica, como a insercdo de novas disciplinas que tém ficado a cargo, princi-
palmente, de professores de Matematica, como a disciplina de pensamento



computacional, para a qual ja dedicamos alguma atencio, inserindo uma
disciplina optativa com essa tematica em nossa grade curricular, promovendo
um didlogo com os responsaveis pelo Novo Ensino Médio do Niicleo Regional
de Educacio do municipio de Toledo e desenvolvendo uma oficina a respeito
para professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental da rede municipal.

Entendemos que cabe ao estagio curricular obrigatério colocar o futuro
professorem contato com a realidade de fato, ndo apenas simulando situacdes,
mas oportunizando vivéncias tanto quanto possivel em tal realidade. E nesse
sentido que defendemos e acreditamos ser a dinamicidade uma caracteristica
necessaria para a realizacao dos estagios curriculares obrigatérios na formacao
do futuro professor. Como consequéncia, muitas a¢des ja foram empreendidas
no contexto das disciplinas de estagio e do Programa de Residéncia Pedagé-
gica, dentre elas, optamos por relatar um pouco sobre como é o processo de
organizacdo e planejamento das atividades de regéncia.

Entendemos o momento de regéncia nos estagios uma das principais, ou
ainda, “como a principal atividade de formacao dos futuros professores”, que
precisa ser planejada com cuidado, para que n3o se torne “um conjunto de
experiéncias aleatérias de ‘acerto’ e ‘erro” (CARVALHO, 2012, p. 66). E durante
aregéncia que nossos licenciandos recorrem a estratégias metodolégicas estu-
dadas durante a licenciatura, principalmente aquelas discutidas em disciplinas
ja cursadas, tais como o uso de jogos e materiais didaticos manipulaveis, de
tecnologias da informacao e da comunicacio, da investigacdo matematica, da
modelagem matematica, entre outras possibilidades.

Ao nosso ver, as regéncias precisam ser pensadas e desenvolvidas em
uma perspectiva investigativa, de modo a colocar o aluno da Educagdo Basica
para pensar e agir, proporcionando experiéncias de exploracio, com questio-
namentos adequados do tipo: por que vocé pensa assim? Como chegou a essa
conclusao?Isso vale para todos os casos? E se...? como sugere Skovsmose (2000).

Também defendemos que o estagio seja um momento para fazer com
que os estagiarios e residentes usem diferentes formas de organizacao do
contelido, uma delas é que eles pensem em uma “organizacao invertida’, na
qual aoinvés de primeiro propor as definicoes e depois apresentar exemplos ou
situacoes, que explorem aspectos de tais exemplos ou situagbes para chegar as
definicoes, tendo em vista uma “construcao” do conhecimento com os alunos,
requerendo um pensar diferente tanto dos estagiarios e residentes, quanto
dos alunos da Educagao Basica.

Nessa perspectiva, as formulas nio sdo apresentadas a priori, s3o obtidas
como resultado de um processo investigativo e exploratério, a partir do qual



o professor chama a atencdo para elementos importantes que vao oferecer
subsidios para a generalizacio e a formalizacdo. Vale ressaltar que nem sempre
aexploracdo de umasituacdo pontual garante a visualizagdo desses elementos,
sendo necessaria a exploracao de uma sequéncia de atividades devidamente
pensadas para atingir esse objetivo. Além disso, se tais elementos ndo forem
devidamente articulados com a teoria, essa forma de organizacio pode recair
em um pragmatismo vazio, apenas invertendo a ordem de apresentacao de
tais formulas. E preciso investigacdo e exploracio e, para isso, planejamento.

O planejamento, segundo Vasconcellos (2002, p. 79) é “uma mediacao
tedrico- metodoldgica para a acdo, que, em funcao de tal mediacio, passa a
ser consciente e intencional”, ou seja, permite ao professor se programar para
realizar determinadas discusses da melhor forma possivel dentro das suas
condicGes, considerando os alunos envolvidos.

O plano de aula é um instrumento que pode auxiliar e fomentar o plane-
jamento por parte do professor. Pode ser entendido como um documento que
reline os recursos selecionados e (re)combinados pelo professor, uma descricdo
de seus usos e dos conhecimentos que os guiam (TROUCHE; CUEUDET; PEPIN,
2018). E, portanto, um documento no qual o professor pode além de descrever
como pretende fazer sua aula, determinar seus objetivos com a aula, prever
acoes dos alunos e propor intervencoes, refletir sobre formas de ensinar o
contelido e escolher a que melhor se adeque a realidade da sua sala de aula.

No contexto formativo, o plano de aula funciona como um documento
que fundamenta e fomenta o didlogo sobre a organizacio das aulas, a partir
do qual os docentes (orientadores) podem fazer questionamentos aos futuros
professores, provocando a desestabilizagdo de crengas em relagdo a pratica
profissional docente e, inclusive, em relacdo aos conceitos matematicos, pro-
porcionando momentos de reflexdo que levam a aprendizagem do conteddo
e de novas formas de ensinar em sala de aula.

Por conta disso, prezamos pelo planejamento como a¢io fundamental
para as regéncias, requerendo que os estagiarios e residentes elaborem planos
de aula bem detalhados com antecedéncia, a partir dos quais s3o promovidas
discussoes e reflexdes, visando a uma melhor preparagao para a regéncia.

Costumamos propor que as regéncias sejam desenvolvidas em dois mo-
mentos e formatos: nas aulas regulares, aproximando os futuros professores da
pratica docente rotineira; e na forma de oficinas, buscando trazer os alunos da
Educacao Basica para a Universidade, realizando atividades mais praticas, que
visam o estudo da Matematica de forma ladica e divertida, mas sem perder
de vista o seu ensino.



Para as regéncias em aulas regulares, cada estagiario define juntamente com
o supervisor da escola, os contelidos a serem desenvolvidos. A partir disso, ouem
simultaneo, realizam observacGes nas turmas, elaboram relatérios e discutem
sobre suas experiéncias com seus docentes (orientadores) na universidade. Orien-
tamos para que as regéncias contemplem desde a introducio e desenvolvimento
de um conteldo, com a proposicao e resolucdo de exercicios e atividades, até a
avaliacao da aprendizagem dos alunos. Isso deve ser descrito no plano de aula.

Temos observado que os estagiarios e residentes, quando na elaboragao
dos planos de aula, tém focado na descrigao dos procedimentos metodolégicos
em detrimento da abordagem do contedldo matematico, diante disso, come-
camos a propor a realizagdo de seminarios sobre os contelidos matematicos,
temas das regéncias, antes mesmo de comecarem a elaboragdo dos planos,
de modo que percebam a relevincia tanto de saber o contedido matematico,
quanto a forma de ensina-lo.

Combinada a esses seminarios, temos solicitado a simulacao de aulas, a
partir do que descreveram em seus planos, momento em que podem colocar
em acgio o que foi planejado, recebendo sugestdes de melhorias de seus pares
e docentes (orientadores), podendo reavaliar suas acoes e, se necessario, o seu
planejamento de aula.

Para as regéncias no formato de oficinas, aulas de matematica sao elabo-
radas e desenvolvidas com tematicas ndo focadas no contetido, mas prezando
pela criatividade, ludicidade, interdisciplinaridade e protagonismo dos alunos
da Educacdo Basica. Isso nao quer dizer que o contelido matematico nao seja
abordado, pelo contrario, ele deve ser explorado nesse contexto, com o rigor
necessario. Atividades dessa natureza sao sugeridas em documentos e orien-
tacOes curriculares como Parametros Curriculares Nacionais (1997), Diretrizes
Curriculares Nacionais (2013), Base Nacional Comum Curricular (2016), Diretri-
zes Curriculares do Estado do Parand (2008) e Referencial Curricular do Estado
do Parana (2018; 2021), embora ndo sejam dadas orientagdes especificas de
como implementa-las. As oficinas tém se mostrado como uma possibilidade.

Nas oficinas, os alunos da Educacao Basica, por um lado, s3o motivados
a conhecer a matematica sob uma perspectiva diferente, confeccionando
e manipulando materiais (LORENZATO, 2012), realizando investigacdes e
experimentos, dialogando com os colegas, trabalhando em grupo de forma
colaborativa e sendo corresponsaveis por sua aprendizagem. Por outro lado,
é uma oportunidade para os estagiarios e residentes experienciarem praticas
diferentes de sala de aula, considerando outras estratégias metodoldgicas que
nao a tradicional aula expositiva.



As oficinas sao geralmente promovidas aos sibados, nas dependéncias
do campus Toledo da UTFPR e, para a participacao, os alunos das escolas de
Toledo e da regido realizam inscricao. Entretanto, ja tivemos ocasides delas
serem realizadas em escolas mobilizando a participacao de todos os alunos.
Geralmente os estagiarios e residentes, em grupos, desenvolvem a mesma
oficina duas vezes e na sequéncia, com duragao de aproximadamente um hora
e trinta minutos cada, com um intervalo entre elas e seguidas por uma gincana
de aproximadamente trinta minutos, como forma de avalia¢do. Na gincana
sao desenvolvidas atividades divertidas e interessantes e que permitam os
alunos da Educacao Basica, que participaram das oficinas, retomarem alguns
conceitos abordados.

As oficinas s3o acompanhadas por docentes e egressos do Curso de Licen-
ciatura em Matematica e, em algumas ocasioes, por professores da Educagao
Basica, que ao final de cada oficina entregam uma avaliacio e, muitas vezes, ja
fornecem aos estagiarios e residentes um feedback sobre seu desempenho, sendo
Gtil, inclusive, para a regéncia no segundo horario de desenvolvimento da oficina.

Assim como para as regéncias em aulas regulares, os estagiarios e resi-
dentes também elaboram um plano de aula para as oficinas, direcionando-as
para os niveis de escolaridade cujas atividades de seu estagio curricular estao
sendo realizadas naquele semestre. Além desse planejamento, solicitamos que
eles desenvolvam a oficina com os colegas, as quais costumamos chamar de
prévias. Na ocasido, todos os estagiarios e residentes participam e ao mesmo
tempo avaliam os colegas, mas sobretudo no sentido de oferecer sugestoes
de melhorias, tanto para a ideia da oficina quanto para a sua execugao. Com
base nessas sugestoes os planos sdo revistos e reelaborados.

As oficinas ocorrem desde o segundo semestre de 2015 e ja contemplaram
diferentes tematicas, geralmente inspiradas em célebres problemas, como os
de Malba Tahan; construgao ou manipulagiao de materiais como o cubo magico,
teodolito e pipas tetraédricas; uso de recursos educacionais como o software
GeoGebra e outros aplicativos de celulares; experimentos com alimentos, como
a confeccio de bolos e o trabalho com chocolates; atividades de modelagem
matematica, na qual investigaram problemas baseados em informacoes reais,
entre muitas outras. Além das tradicionais oficinas para os alunos da Educacio
Basica, também ja foram ofertadas oficinas para os pais, alunos do primeiro
ano do Curso de Licenciatura em Matematica e para professores.

Com a pandemia de covid-19 que afetou a dinamica escolar em todo
o mundo, tanto as regéncias em aulas regulares, quanto as regéncias no
formato de oficinas tiveram que ser repensadas. Nao houve a possibilidade



de realiza-las presencialmente, dessa forma, precisamos nos adaptar ao
contexto em que as aulas das escolas foram realizadas. A forma como
encontramos foi realizar as regéncias de forma remota, por meio de aulas
sincronas e assincronas.

As aulas sincronas foram realizadas por meio de videoconferéncias com a
participacdo dos alunos em tempo real. Em um primeiro momento o acesso as
escolas se deu gracas ao Programa de Residéncia Pedagdgica, o que permitiu
que tanto estagiarios quanto residentes acompanhassem aulas realizadas pela
plataforma Coogle Meet, tivessem acesso a comunicacio do professor com seus
alunos, por meio da plataforma Google Classroom, e ministrassem aulas com a
supervisao dos professores das escolas.

Ja as aulas assincronas aconteceram por meio da gravagao de videoaulas,
que foram disponibilizadas no Canal do Centro Académico na plataforma
YouTube? e divulgadas para os alunos da Educacdo Basica.

Essas formas de trabalho levaram os estagiarios e residentes a buscarem
um pouco mais sobre o universo da Educacio a Distancia, ainda que as acoes
tomadas tenham um carater paliativo. Aos estagiarios e residentes foram
oferecidos cursos sobre gravacao e edicao de videos, foram promovidas discus-
sOes sobre como organizar uma videoaula e propostas analises de videoaulas
disponiveis na internet.

Alguns estagiarios e residentes até construiram suportes para os seus
celulares para a gravacao das suas videoaulas. Alguns preferiram gravar videos
a partir de seus registros escritos em folhas de papel, outros em elaborar slides
e fazer anotagdes com o auxilio do mouse ou de mesa digitalizadora.

As aulas foram elaboradas com muito cuidado nesse contexto, todo o
processo de planejamento foi semelhante, porém, sempre destacamos que o
enfoque dos planos de aula seria vislumbrar aulas dindmicas. No caso das aulas
sincronas, fazendo slides com designs criativos, com as informacoes sendo
apresentadas a partir do uso de recursos como cores, imagens, efeitos sonoros
e animacoes, vislumbrando envolver e manter a atencdo dos alunos, buscando
sempre a interacdo, fazendo questionamentos e instigando a participacao
deles a todo instante. Recursos como quizzes, jogos e aplicativos foram muito
utilizados, dentre eles, Wordwall, Kahoot!, Mentimeter, Google Maps, Jamboard,
Math Learning Center e Racha Cuca.

Ja nas aulas assincronas, todo um trabalho de edicao foi desenvolvido
0 que possibilitou aos residentes e estagiarios retomarem suas falas nas

2 Disponivel em: https://wwwyoutube com/@calmcentroacademicodamatemsé71/videos.
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videoaulas, muitas vezes regravando trechos confusos ou com erros, confor-
me observados por eles ouindicados pelos colegas e docentes (orientadores),
permitindo que eles, antes da publicacao, revisassem as videoaulas.

Apesar de todas as dificuldades enfrentadas, boas li¢bes foram apren-
didas, como a importincia de pensar cautelosamente na organizacio dos
contedos e na melhor forma de apresenta-los, de buscar a interacao e
participagao dos alunos por meio de questionamentos apropriados e, além
disso, de ampliar a participagao dos alunos em atividade da universidade,
como mostrou a participagao dos mais de quinhentos alunos nas oficinas
remotas de 2021.

Agora, com as mudancas para o Novo Ensino Médio e a insercdo de
novas unidades curriculares e das trilhas de aprendizagem, como Pensa-
mento Computacional, Educacdo Financeira, Empreendedorismo, Robética
e Programacdo, novas possibilidades de atuacao surgem para o (futuro)
professor de Matematica que tem o desafio de ministra-las sem uma
formacao especifica. Pensando nisso, novas disciplinas foram inseridas na
grade curricular do Curso de Licenciatura em Matematica, com o intuito
de contemplar essas tematicas.

Com base nas experiéncias de alguns de nossos residentes e estagiarios
que atuam nessas disciplinas através do Processo Seletivo Simplificado (PSS)
da rede estadual de ensino, nos propomos a planejar e ofertar, no primeiro
semestre de 2023, uma oficina a respeito de uma dessas tematicas. O tema
escolhido foi pensamento computacional, por conta de uma demanda apre-
sentada pelos professores dos anos iniciais da rede municipal de educacao,
uma vez que a Secretaria de Educacio do municipio de Toledo também inseriu
0 pensamento computacional em seu curriculo.

Dessa forma, foi planejada e ofertada uma oficina para professores dos
anos iniciais para tratar de conceitos sobre o pensamento computacional,
incluindo atividades desplugadas e plugadas. Essa oficina, portanto, teve
como objetivo desenvolver com eles algumas atividades e provocar reflexdes
arespeito de como auxiliar o desenvolvimento do pensamento computacional
nos anos iniciais do Ensino Fundamental.

CONSIDERACOES FINAIS

Com base em nossas experiéncias, observamos a importancia de investir
em uma boa preparacio dos estagiarios e residentes para as regéncias. Isso tem
se dado no Curso de Licenciatura em Matematica do campus Toledo da UTFPR



por meio de um planejamento detalhado, no qual requeremos a elaboracdo de
planos de aula, com a realizacdo de reunides para discussao e a reflexdo sobre
a organizacdo do contetido e a melhor forma de ensina-lo, com a simulacao
de aulas para os pares.

Nesse contexto, buscamos romper com o paradigma do exercicio, instigan-
do o planejamento e desenvolvimento de aulas mais investigativas, diferentes
das aulas habituais, convidando estagiarios e residentes a refletirem sobre
como a organizagao do contetido pode influenciar na aprendizagem. Discus-
sOes matematicas por meio de seminarios tém sido utilizadas como estratégia
para a compreensao do que vao ensinar e para melhor se prepararem.

As oficinas tém se mostrado uma étima ferramenta para proporcionar
esse olhar diferenciado para a Matematica, mostrando que seu ensino pode
envolver criatividade, ludicidade, interdisciplinaridade e incentivar o didlogo e
o envolvimento dos alunos, diferentemente das aulas habituais, cuja exposicao
centralizada no professor coloca exclusivamente sobre ele a responsabilidade
pelaaprendizagem dos alunos. Com as oficinas, os alunos tornam-se correspon-
saveisjunto ao professor, assumindo um papel de protagonismo nas atividades.

A adaptabilidade aos diferentes cenarios e contextos também tem sido
um aspecto que nos chama atengdo. Durante a pandemia, consultamos as esco-
las para saber como as aulas estavam ocorrendo e buscamos formas de poder
participar, pensando em alternativas que serviriam, de fato, para a efetivagdo
dos estagios. Aulas sincronas e assincronas foram planejadas e desenvolvidas,
por meio de reunides via Google Meet, com a devida autorizacio das escolas e
da Secretaria de Estado da Educacdo do Parana e por meio das videoaulas que
foram pensadas com muito cuidado e carinho para serem disponibilizadas e
divulgadas para os alunos da Educacio Basica. Os alunos aprenderam técnicas
de edicao de videos e buscaram se informar como deveriam ser essas videoaulas
para serem chamativas, envolventes, informativas e educativas.

Hoje, o desafio que temos enfrentado é a mudanca para o Novo Ensino
Médio, com a insercao de novas unidades curriculares e das trilhas de apren-
dizagem e a reorganizacao da carga horaria. Unidades curriculares como
Pensamento Computacional e Educacao Financeira, e trilhas de aprendizagem
como Empreendedorismo, Robdtica e Programacio, se mostram como novas
possibilidades de atuacdo para o (futuro) professor de Matematica. Essa
insercao tem provocado mudancas inclusive na grade curricular dos cursos
de licenciatura, além de se constituir um tema pertinente para discussao e
reflexdo no ambito da formacao de professores para e da Educacio Basica.



A dinamicidade que tratamos neste capitulo refere-se a nossa preocupa-
cao e seriedade em tratar o estagio curricular obrigatério como uma compo-
nente que coloca os estagiarios e residentes em contato com a realidade da
salade aula, com atividades que os aproximam de sua pratica profissional. Esse
compromisso que assumimos se reflete na formacao inicial dos professores,
atribuindo a ela um carater de flexibilidade em lidar e se adaptar a esses
novos contextos.
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EXPERIENCIAS COM O PIBID TOO'
MATEMATICA: LICOES PARA UMA
FORMADORA DE FORMADORES
(2014 - 2016)

Barbara Winiarski Diesel Novaes: barbaraw@utfpredu.br

Minha entrada no curso de Licenciatura em Matematica da Universidade
Tecnolégica Federal do Parana, campus Toledo (UTFPR-TD) ocorreu no dia 08
de novembro de 2012 e 0 concurso era para ministrar disciplinas relacionadas
a Educacdo Matematica. O semestre iniciou com quatro meses de atraso em
funcdo da greve histérica de 2012 que teve a adesao de 95 % das instituicoes
federais® e que reivindicava melhores condicoes de trabalho, infraestrutura e
mudangas no plano de carreira.

O Programa Institucional de Bolsa de Iniciacdo a Docéncia (PIBID) foi
muito significativo para o Curso de Licenciatura em Matematica da UTFPR-TD
pois 0 projeto comegou exatamente um ano apéds o inicio das atividades e,
talvez seja por isso que “pensar na constru¢ao de uma identidade do PIBID

1 PIBID Too é adenominagao que o subprojeto recebeu do primeiro grupo de bolsistas, em alusdo ao
fato que, em muitas situacoes, a cidade de Toledo-PR é abreviada pelas letras “TOO” (VERTUAN; NOVAES;
MERLI, 2016, p. 338)

2 Cf: VBJA, sd. Disponivel em: https://veja.abril com.br/educacao/greve-de-professores-atinge-95-
das-instituicoes-federais. Acesso em: 07jun. 2023.
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confunde-se, em alguma medida e, felizmente, com a construcio da identidade
do proprio curso de licenciatura” (VERTUAN; NOVAES; MERLI, 2016, p. 338).

O Curso de Licenciatura em Matematica da UTFPR-TD participa do PIBID
desde o primeiro edital lancado pelo Governo Federal em 2012. Mas, afinal
o que é o PIBID? Uma iniciativa por meio da “Politica Nacional de Formacao
de Professores do Ministério da Educacio e tem por finalidade fomentar
a iniciacdo a docéncia, contribuindo para o aperfeicoamento da formacao
de docentes em nivel superior e para a melhoria de qualidade da educacao
basica puablica brasileira” (BRASIL, 2013).2 O programa é coordenado pela
Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e
envolve a parceria entre universidades e escolas publicas.

O professor Rodolfo Eduardo Vertuan foi o primeiro coordenador e atuou
no programa entre 2012 e 2013. No inicio eram doze pibidianos, um coorde-
nador (universidade), dois supervisores de duas escolas parceiras. Muito das
marcas e jeitos de fazer ressoam dessa primeira fase do PIBID Too.

Minha histéria com o PIBID comega em 2014. Havia acabado de
retornar da licenca maternidade da minha primeira filha no dia 18 de
marco (dia do meu aniversario) e no dia 28 de marco participei da primeira
reuniao do grupo, como voluntaria. Nessa altura o nimero de vagas para
o projeto havia dobrado e o Professor Renato Francisco Merli assumia a
segunda vaga na coordenacdo. Logo na sequéncia, o Professor Rodolfo foi
convidado para ser coordenador regional da area de matematica do PIBID
da UTFPR e isso abriu espaco para que eu assumisse uma das vagas na
coordenacdo do PIBID Too. Essa experiéncia ocorreu até meados de 2016
e muito do que sou hoje como pessoa, como formadora, pesquisadora se
deve ao coletivo do PIBID Too.*

Em 2013, a Capes propds uma avaliacdo externa do PIBID por meio de
projeto firmado entre o MEC e a Unesco. Foram convidadas duas especialistas
em formacdo de docentes: a Professora Doutora Bernardete A. Gattie a
Professora Doutora Marli E. D. A. André que definiram uma metodologia de
trabalho que alcancasse cerca de 38.000 participantes de um total de 45.000
bolsistas. Dentre as questoes abertas estava “Como vocé avalia o PIBID para

3 Disponivel em: https://www.gov.br/capes/pt-br/acesso-a-informacao/acoes-e-programas/
educacao-basica/pibid/pibid. Acesso em: 07jun. 2023.

4 Nosanos de 2017 e 2018 assumem a coordenagao os professores Emerson Tortola e Vanessa Largo.
Na sequéncia assumem o projeto dos professores Ivan Coser, Loreci Zanardini e novamente o professor
Renato Francisco Merliaté 2019. O campus Toledo ficou sem PIBID nos anos 2020-2021 por motivo de cortes
orcamentarios do governo federal. Felizmente em 2022, fomos contemplados e o Professor Rodolfo estd
a frente do projeto novamente
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sua formacao profissional e a formacao dos estudantes?Justifique sua respos-

ta”. Dentre os coordenadores de area, as respostas mais significativas foram:

Favorece sua aproximacao da realidade e das necessidades da escola
basica, propiciando novas visoes sobre o ensino e a pratica docente.

Contribui com a formacio continuada dos docentes das IES, com sua
atualizacio nos aspectos pedagdgicos das disciplinas e nas tecnolo-
gias, criando, com a aproximacao do contexto escolar, o estimulo a
busca de solugoes para o ensino e para atendimento as ocorréncias
escolares.

Contribui para a modificacao de posturas dos docentes do curso de
licenciatura: maior interesse, participagao e novas perspectivas sobre
arelacdo teoria-pratica.

Ajuda a questionar construtivamente a qualidade das praticas for-
mativas no ambito da docéncia na prépria IES.

Favorece o desenvolvimento de novas compreensdes sobre educa-
cao, escola e praticas educativas pela aproximacdo de professores
e Licenciandos com a escola, considerando os efeitos positivos que
colhem (GATTI; ANDRE; GIMENES; FERRAGUT, 2014, p.105.

Os aspectos revelados na pesquisa demonstram a importancia que é o
PIBID para todos os envolvidos no processo, inclusive os coordenadores de
area. A ideia do capitulo é apresentar um panorama das atividades e a¢oes

desenvolvidas no PIBID Too entre os anos de 2014 e 2016 e as licdes apreendidas

por uma formadora de formadores a partir desta experiéncia.

1 O MODUS OPERANDI DO PIBID TOO

Nos anos de 2014 a 2016 estavamos com vinte e quatro pibidianos, dois
coordenadores, um coordenador regional e quatro supervisores das escolas
(figura1). Era umasituacao privilegiada pois havia uma experiéncia acumulada
pelo Professor Rodolfo que continuava participando das reunides nas semanas

que nao tinha compromissos da coordenacao regional junto a reitoria.



Figura 1: Primeira reuniio com a nova equipe do PIBID 2014

Fonte: TOO NO PIBID, 2014.5

Otempo que os académicos deveriam disponibilizarao projeto era de pelo
menos doze horas semanais: quatro horas para uma reunido semanal, quatro
horas para desenvolver atividades nas escolas e quatro horas para se dedicarem
as atividades das “pastas” (gincana, producdo de videos, comunicacio, teatro,
etc.) em que cada PIBIDiano poderia escolher participar de até duas pastas.

Os critérios para escolha das escolas publicas eram definidos pelo edital
do governo federal em funcio do indice de desenvolvimento da Educacio
Basica (IDEB). Deveriam ser escolhidas duas escolas com IDEB alto e duas
escolas com IDEB baixo. Cada supervisor ficou responsavel por supervisionar
seis pibidianos em sua escola. Também tivemos neste periodo coordenadores
e estudantes voluntarios.

Todos os envolvidos participavam das reunides semanais as quin-
tas-feiras pela manha. Duas horas de reuniao era com a presenca dos
supervisores e mais duas horas de orientacgdes e preparacao de atividades a
serem desenvolvidas nas escolas. No inicio das reunides sempre havia uma
atividade cultural, como por exemplo: declamacido de poema, apresentacio
de misicas, encenacdo com o objetivo que aumentar a sinergia do grupo,

5 Disponivel em: https://pibidmathtoowixsite.com/pibidmatematicautfpr. Acesso em:16jun 2023.
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mas também pensar na formacio integral de toda a equipe — aumento do
capital cultural. Nesse aspecto, em algumas reunides ocorreram dindmicas
de grupo com algum fundo moral. Os temas a serem discutidos emergiam do
préprio contexto das escolas, como por exemplo educacao inclusiva, relagoes
entre a matematica — arte, masica e danca e criatividade. Nessas reunioes,
os quatro professores supervisores eram incumbidos de organizar e aplicar
quatro oficinas ao longo do ano participando ativamente da formacao inicial
dos académicos.

Nas escolas foram desenvolvidas as mais variadas atividades entre
elas: Projeto altas habilidades — Histéria da Matematica e as Investigacoes
Matematicas; Gincana de EquagGes do Primeiro Grau; Interdisciplinaridade
entre Matematica e Geografia por meio do uso de Escalas — investigacoes
na Internet e uso do Google Maps; Jogos para ensinar as quatro operagoes:
Teia das Fracoes; Bingo de Sistemas de Equacdes; Trilha do Resto; Trilha
das Equacgdes em que os alunos conseguiram avancar no calculo mental;
Atividades diferenciadas e com o uso de materiais manipulaveis; Atividades
matematicas em alusdo ao Dia da Consciéncia Negra; GINCAMARACA: gin-
cana interna de matematica no Colégio, com jogos abordando temas como
poligonos, relagdes métricas, quatro operacoes; Oficina razao e proporgao
—“Arquitetos”; Oficina Fung¢oes no Geogebra; Oficina com Banco Imobiliario
—sistema monetario; OBEMEP; Atendimentos individualizados intercalado
com os acompanhamentos semanais nas turmas nas escolas. Essa dupla
tutoria (coordenador e supervisor) permite diminuir a distancia entre a teoria
e a pratica, pois os pibidianos tém dois orientadores:

[...] um mais pratico, o da escola, e um mais tedrico, o da universidade. E, dessa
forma, ele tanto pode levar conhecimentos académicos recentes para a sala
de aula como trazer vivéncias e aprendizagens desse ambiente para discutir
com o seu orientador na faculdade, o que, por outro lado, permite que esses
professores universitarios tenham mais contato com a realidade das escolas
(ANDRE, 2015, p. 71).

Os pibidianos ajudaram a organizar varios eventos, entre eles a Il Semana
da Matematica do campus de Toledo da UTFPR e oficinas no Laboratério de
Ensino de Matematica (LEM UTFPR-TD) sobre Razao, Proporcao e Fragoes.

Outro aspecto que foi bastante valorizado foi o incentivo a publicacdo
de comunicacgoes cientificas principalmente: |1l Semana da Matematica da
UTFPR — campus Toledo; no Il Encontro PIBID da UTFPR e no XIIl Encontro
Paranaense de Educacdo Matematica. No periodo de férias os pibidianos



elaboraram guias para as videoaulas e atividades desenvolvidas em 2014 além
de ler e apresentar aos demais bolsistas do grupo um livro de ficcdo, romance,
aventura etc. de seu préprio interesse.

A producio de videos® foi uma constante durante o desenvolvimento do
projeto, tanto para divulgacdo de outras agdes quanto para producio de videos
didaticos. Podemos destacar os videos de divulgacao do “Calmat — Projeto
de Matematica de Altas Habilidades do Colégio Estadual Luiz Moraes Rego”,
Videos das pré-gincanas nos Colégios Parceiros, chamada para a Il Gincamat,
Videos do projeto Conscientizar (ligados a Il Gincana da Matematica) e um
video comemorativo do ColégioJodo Candido. Em relacdo aos videos didaticos,
um grupo de pibidianos criou um Canal no Youtube, “Os pibidianos” em que
desenvolveram videoaulas divertidas sobre contetidos da Educagao Basica que
exploraram temas de filmes como as cronicas de Narnia, Caverna do Dragao,
Alice no Pais das Maravilhas e Mario Brothers, entre outros (figura 2).

Figura 2: Capa do Canal do YouTube “Os Pibidianos”

Cimps Toirds

pibid) UTrer

Fonte: Os pibidianos, s.d.

Ao final do ano, todos os bolsistas respondiam a uma avaliacao anual
do PIBID como intuito de rever pontos falhos e aprimorar o que ja estava
dando certo.

A comunicacdo era considerada um aspecto crucial para o bom anda-
mento do projeto. Na altura utilizivamos muito o Facebook por meio de
dois grupos abertos “Too no PIBID” e “PIBID Matematica UTFPR” e quatro
grupos fechados “PIBID Retrd”, “Gincana da Matematica”, “PIBID Videos”

6  Cf.:Os pibidianos, s.d. Disponivel em: https://wwwyoutube.com/@OsPibidianos. Acesso em: 07
jun. 2023.
7 Disponivel em: https://wwwyoutube.com/@OsPibidianos. Acesso em: 07jun 2023.


https://www.youtube.com/%2525252540OsPibidianos
https://www.youtube.com/%2525252540OsPibidianos

e “Teatro”. Os grupos fechados estavam relacionados com algumas das
quatro horas de atividades das pastas e comunicac¢io geral do grupo. Os
primeiros pibidianos que entraram em 2012 desenvolveram o sitio virtual
“Too no PIBID"® para divulgacio das agoes do projeto que posteriormente
foiincrementado e alimentado por quem ia chegando. No site também esta
hospedado o “Boletim Informativo”, escrito pelos préprios pibidianos e que
versavam sobre temas relacionados a matematica, ensino de matematica e
atividades desenvolvidas.

A pasta “teatro” estava a cargo do Professor Rodolfo Eduardo Vertuan.
No periodo de um ano pibidianos fizerem uma oficina teatral com apoio da
Secretaria de Cultura de Toledo no ano de 2015. A preparagao também envolveu
a leitura e discussao de textos sobre o teatro como elemento para a formacao
de professores que ensinam matematica (com todo o grupo) e a elaboracio de
uma peca teatral. O titulo da peca criada foi “A Fada dos Nimeros”, inspirado
na obra “O Diabo dos Nimeros” de Hans Magnus Enzensberger. A peca foi
apresentada na UTFPR e nas escolas parceiras do projeto (figura 3).

Figura 3: Apresentacdo da peca “A Fada dos Nimeros” em uma das escolas parceiras

Fonte: TOO NO PIBID, s.d.

8  Disponivel em: http://PIBIDmathtoowix.com/PIBIDmatematicautfpr. Acesso em: 07jun 2023.
9  Disponivel em: https://pibidmathtoowixsite.com/pibidmatematicautfpr. Acesso em: 07jun 2023.
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Durante o periodo que estive na coordenacio do PIBID (2014-2016) jun-
tamente com o Professores Renato Francisco Merli e Rodolfo Eduardo Vertuan
foram organizadas duas gincanas na UTFPR-TD com as quatro escolas parceiras.
O PIBID estava encarregado de realizar todo o planejamento, desde o regu-
lamento™ até a realizacio das provas no dia do evento, mas o evento contou
com a ajuda de uma grande parte dos professores do curso de Licenciaturaem
Matematica e académicos. Foram realizadas pré-gincanas nos colégios com o
objetivo de esclarecer davidas sobre as provas e o regulamento.

Os pibidianos tiveram que usar muito de sua criatividade, autonomia e
planejamento para organizar as duas gincanas que envolviam em média em
torno de seiscentos alunos.

Com a experiéncia da primeira gincana, as provas da segunda envolveram
habilidades diversas, ndo somente conhecimentos matematicos, tornando
as provas muito mais dindmicas e inclusivas. Os alunos criaram e adaptaram
provas para a Gincana que se tornaram verdadeiros classicos em estagios, gin-
canas, oficinas e formagdes promovidas no curso até os dias de hoje. Podemos
destacar o TANGRAST (figura 4), criado em 2015 por um grupo de pibidianos
que envolve um Tangram de aproximadamente um metro quadrado com
um gancho em cada peca e uma outra pega circular com um gancho e oito
cordas presas a ele. Segundo do Regulamento da Il GINCAMAT ada equipe
é formada por oito alunos. A prova consiste em levar as sete partes do um
Tangram a cinco metros da base da construcdo. Para levar os objetos até a
base, os alunos utilizam um gancho acionado por meio de oito cordas presas
a ele. Sendo cada aluno responsavel por uma corda, estimulando o trabalho
em grupo. Segurando ao mesmo tempo as cordas, eles levam os objetos até
a base da construcao. Quando todas as partes ja estiverem na base, os alunos
devem montar o Tangram. Ganha quem conseguir montar no menor tempo.
Um fato emocionante em uma das pré-gincanas que envolveram o TANGRAST
foi a participagdo em uma das equipes que uma aluno com Sindrome de Down,
ele era muito agil e colaborou para que a equipe vencesse mesmo tendo
dificuldades em matematica.

10 Osregulamentos das edicOes das gincanas, além de fotos e videos estao disponiveis em: https://
pibidmathtoowixsite.com/pibidmatematicautfpr/i-gincamat. Acesso em: 06jun. 2023.
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Figura 4 — TANGRAST nas pré-gincanas de 2015

Fonte: a autora, 2015.

Um segundo classico é a ESCOMATIVA (figura 5), apresentada pela primeira
vez na [l GINCAMAT. Os participantes escorregam em uma lona gigante com
sabao e estimar qual a distancia que percorreram. Nos anos seguintes dos demais
professores envolvidos com o PIBID desenvolveram outras acoes memoraveis
que fizeram com que o Curso de Licenciatura em Matematica alcancasse um
reconhecimento por parte das escolas, poder piblico e comunidade em geral.

Figura 5—ESCOMATIVA na Il GINCAMAT

Fonte: TOO NO PIBID, s.d.”

11 Disponivel em: https://pibidmathtoowixsite.com/pibidmatematicautfpr. Acesso em: 07jun 2023
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A foto abaixo (figura 6) reflete um pouco a vibragdo do PIBID TOO, ao
final da Il GINCAMAT, uma integracdo entre as escolas, pibidianos felizes
com a “Torta na Cara” (literalmente). Aquela sensacdo maravilhosa de mis-
sdo cumprida, um clima leve e militante de acreditar que uma Educacdo de
Qualidade tanto na Universidade quando nas escolas de base é possivel.

Figura 6 — Encerramento de Il GINCAMAT

Fonte: TOO NO PIBID, s.d.

No ano de 2016 ocorreram varios ataques do Governo Federal para
efetivar cortes no PIBID. Neste ano fizemos varias acdes em Defesa do PI-
BID, panfletagem em escolas, manifesto de apoio ao PIBID no auditério da
UNIOESTE e confecgao de videos #ficapibid. Prevendo as fragilidades de um
programa que poderia ser deixado de ofertar, como tantos outros, devido a
cortes orcamentarios, Marli André ja em 2015 defendia que o PIBID deveria
ser transformado em politica de formacio de professores (ANDRE, 2015).
Felizmente, apesar dos cortes, o PIBID continua ativo!

2 LICOES PARA UMA FORMADORA DE FORMADORES

O trabalho colaborativo entre pibidianos, coordenadores e supervisores
auxiliaram tanto na formacao inicial dos licenciandos, quanto na formacao
continuada dos professores universitarios e da escola basica.



Para uma professora que estava iniciando a carreira com a formacao
inicial de professores, o PIBID contribuiu para pensar as disciplinas do curso
de licenciatura e as orientacoes de uma forma mais proxima da escola.

Concordo com Mizukami (2013, p. 23) quando coloca que:

A docéncia é uma profissdo complexa e, tal como as demais
profissdes, é aprendida. Os processos de aprender a ensinar, de
aprender a ser professor e de se desenvolver profissionalmente
sdo lentos. Iniciam-se antes do espaco formativo das licenciaturas
e prolongam-se por toda a vida, alimentados e transformados por
diferentes experiéncias profissionaise devida. Assim, porexceléncia,
aescolaconstitui umlocal de aprendizagem e de desenvolvimento

profissional da docéncia.

As reunides semanais do PIBID, as orientacOes e a coordenacio das
“Pastas” ndo permitiam a inércia. Eram constantes as reflexdes, trocas de
ideias e momentos criativos em ambientes nao formais que se tornaram uma
pratica profissional.

O viés militante, com a mobilizacdo para pautas importantes como o
#ficapibid mostrou a importancia da articulacio politica e a importancia da
formacao de profissionais criticos.

Apds quase dez anos das minhas primeiras experiéncias com o PIBID
percebo o quanto foi importante para a minha formacao pessoal e profis-
sional. Pensando no que Jean Piaget escreveu sobre educacao moral tenho
certeza de que trabalhamos a autonomia e o espirito de solidariedade e isso
contribuiu para mudancas positivas tanto pessoais quanto profissionais de
todos os envolvidos.

REFERENCIAS

ANDRE, M. E. D. A. “O PIBID deveria ser transformado em politica de formacio
de professores”. Entrevistador: Ricardo Prado. Revista Veras, Sao Paulo, v. 5, n.
2, p. 67-77, jul.-dez., 2015. Disponivel em: https://siteveracruz.edu.br/instituto/
revistaveras/index.php/revistaveras/article/view/229/143. Acesso em: 07jun. 2023.

GATTI, B. A.; ANDRE, M. E. D. A.; GIMENES, N. A. S.; FERRAGUT, L. Um estudo
avaliativo do Programa Institucional de Bolsa de Iniciacido a Docéncia (PIBID).
S30 Paulo: FCC/SEP 2014.


https://site.veracruz.edu.br/instituto/revistaveras/index.php/revistaveras/article/view/229/143
https://site.veracruz.edu.br/instituto/revistaveras/index.php/revistaveras/article/view/229/143

MIZUKAMI, M. G. N. Escola e desenvolvimento profissional da docéncia. In: GATTI,
B. A; SILVA]UNIOR, A. C; PAGOTTO, M. D. S; NICOLETTI, M. G. Por uma politica
nacional de formagio de professores. So Paulo: EdUnesp, p. 23-54, 2013.

VERTUAN, R. E.;; NOVAES, B. W. D.; MERLI, R. F. O que revelam as producdes dos
bolsistas de iniciacdo a docéncia do PIBID-TOO acerca das contribuicoes desse
subprojeto para suas formacoes docentes. In: Quinelato, A. L.; Novaes, B. W. D.;
Fernandes, M.; Cordeiro, M. S.; Moreira, R. R; Lobo, V. S. (org.). UTFPR Toledo 10
anos: crescimento em pesquisa, ensino e extensao. TOLEDO, PR: DRHS, Cascavel,
2016, V.1, p. 16-32.



UNIVERSIDADE E COMUNIDADE:
UMA PARCERIA ESSENCIAL

Heloisa Cristina da Silva: heloisasilva@utfpredu.br

Renato Francisco Merli: renatomerli@utfpredu.br

Uma universidade se faz a partir do tripé ensino-pesquisa-extensdo. No
caso de uma licenciatura, esse tripé é mais evidente, ja que o campo de atuacao
de um futuro professor é a prépria escola onde ele realizou estagios, pesquisas
e atividades de extensdo. Dada essa importante relacio, é preciso estabelecer
parcerias com a comunidade, em especial, com as escolas da regido. Nesse con-
texto, esse capitulo procura apresentar um panorama das parcerias realizadas ao
longo desses dez anos de existéncia do curso, descrevendo algumas das acoes e
projetos de extensdo que aconteceram, que ainda acontecem e, diante dos novos
desafios apresentados, elucubrar também um vislumbre dos futuros projetos.

1 A INDISSOCIABILIDADE ENTRE ENSINO,
PESQUISA E EXTENSAO NA UNIVERSIDADE

A palavra “universidade” tem sua origem no latim universitas, que se refere
a um conjunto, comunidade ou universidade. O conceito da palavra tem sua
origem na expressao “Universitas magistrorum et scholarium”, que descreve uma
comunidade de mestres e estudantes ligados pela mesma escola e interesses
culturais (CARVALHO, 1989).

A extensdo universitaria € uma forma de interacao entre a universidade
e a comunidade. De acordo com o artigo 207 da Constituicao Federal (BRASIL,
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1988), as universidades possuem autonomia didatico-cientifica, administrativa
e de gestdo financeira e patrimonial, e devem seguir o principio da indissociabi-
lidade entre ensino, pesquisa e extensao. Esse principio surgiu da necessidade
de transformar a educagdo universitaria em uma visao de universidade pablica,
gratuita, autdonoma, democratica e socialmente ativa.

A indissociabilidade entre ensino, pesquisa e extensao desempenha
um papel fundamental nas instituicdes de Ensino Superior. Ela ndo apenas
promove a producdo de conhecimentos técnicos e cientificos, mas também
contribui para a capacitagao de recursos humanos e o progresso social. Essa
interligacdo entre os trés aspectos é essencial para a formacao de profissionais
qualificados e para a promocao do desenvolvimento da comunidade.

Os aspectos congruentes surgem quando a extensdo se relaciona com
a disseminagao do conhecimento proveniente de pesquisas cientificas e
tecnoldgicas realizadas nas universidades, direcionadas as comunidades ou
populacdes regionais. Essa dinamica, conforme descrita por Silva (2000), ocorre
emduas fases: a primeira envolve atividades realizadas dentro da universidade,
com a participacio de estudantes e professores, principalmente por meio do
ensino; e a segunda ocorre fora das universidades, atendendo ao publico ou
a comunidade externa, conhecidas como “a¢des extensivas”.

Atriade composta por ensino, pesquisa e extensao desempenha um papel
crucial na comunidade académica nacional e internacional, representando um
compromisso social de grande importancia. Esses trés pilares abrangem dimen-
sOes ético-politicas e didatico-pedagogicas, visando a formacao profissional
e a propagacao e producao de conhecimentos cientificos (MARTINS; DIAS;
MARTINS FILHO, 2016). Para o desenvolvimento efetivo dessa triade, é essencial
que os professores estejam capacitados e atualizados, utilizando metodologias
que promovam interagdes entre os pilares e estimulem o desenvolvimento de
saberes e habilidades nos alunos (RABELO, 2011).

No entanto, a formagio dos professores muitas vezes ocorre em um am-
biente puramente académico, dificultando a incorporacao de praticas além do
ensino e da pesquisa (FACCO; DISKA; SILVA, 2021). Além disso, a organizagao
curricular muitas vezes nao favorece a interdisciplinaridade e ndo leva em
consideracdo a realidade dos estudantes, o que pode resultar em profissionais
tendenciosos a reproduzir praticas viciosas e marcados pela falta de dialogo
na relacio ensino-aprendizagem.

Como resultado, mesmo sendo obrigatdria, aimplementacio da triade
enfrenta dificuldades entre os estudantes recém-ingressados nas universida-
des, conforme retratado por Oliveira et al. (2021). Isso evidencia a necessidade



de os docentes alcancarem dois objetivos iniciais: esclarecer a importancia
do eixo ensino-pesquisa-extensao e ressaltar sua relevancia para a formacao
dos académicos. Paralelamente, os docentes também devem investigar como
abordar e trabalhar de forma mais eficaz esse tripé na academia, a fim de
promover uma efetiva qualidade nos processos de ensino e aprendizagem.

Destaca-se ainda que o ensino universitario deve ser compreendido como
um processo de crescimento mutuo, por meio da interacao professor-estudante,
contribuindo para o crescimento individual e compartilhando com a sociedade
os resultados dessa interacio entre ensinar, pesquisar, aprender e executar
(SOUSA, 2020).

Segundo Oliveira et al. (2021), os novos conhecimentos adquiridos por
meio da pesquisa cientifica devem ser introduzidos nas salas de aula uni-
versitarias, promovendo a interconexdo entre ensino e pesquisa. Conforme
ressaltado por Freire (1996, p. 29): “[...] nao ha ensino sem pesquisa e pesquisa
sem ensino”. E, mais do que nunca, nao ha ensino e pesquisa sem extensdo, um
atributo reforcado pela Resolucio n.° 7, de 18 de dezembro de 2018 (BRASIL,
2018), que regulamenta as atividades de extensdo no ambito universitario.

Nesse contexto, objetivou-se trazer as relacbes estabelecidas entre
ensino, pesquisa e extensdo a partir de alguns dos projetos de extensdo que
aconteceram ou tém acontecido ao longo desses dez anos de existéncia do
curso de licenciatura em matematica.

2 CLUBE DA MATEMATICA E O EMBRIAO
PARA JUNCAO DOS PROJETOS

Diante da necessidade de uma parceria duradoura entre universidade e
escola, o curso de Licenciatura em Matematica decidiu criar um projeto, que
seria 0 embrido para um programa, ou seja, um projeto maior que englobaria
todos os outros projetos que a Coordenacgao da Matematica tinha e os que
viesse a criar.

Cabe aqui um paréntese para destacar, no quadro 1, alguns dos projetos’
que foram e vém sendo realizados ao longo dos anos pela Coordenacao da
Matematica (COMAT).

1 Osdadosapresentados nos quadros1e2 saooriundos dosistema de gestao de certificados da UTFPR
edeum formulario enviado aos professores da COMAT. Além disso, estao contabilizados apenas projetos
formalizados, aces e eventos nao aparecem no quadro. Nesse contexto, é provavel gue muitos projetos
nao tenhamsido contemplados. Disponivel em: http://apl.utfpredu.br/extensao/certificados/listaPublica.
Acessoem: 26abr.2024.
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Quadro 1: Projetos Desenvolvidos pela COMAT?

. Coordenadordo  Iniciodo Fimdo Qu:a SRR
Nome do Projeto . . . estimadade
Projeto Projeto Projeto ..
participantes
Reflexdes acerca do ensino de Heloisa 07/2020 | 07/2021 31
Matematica a partir da BNCC: Cristina da
Ensino Fundamental Silva
Clube de Matematica e de Renato 04/2017 | 04/2019 200
Ciéncias Francisco Merli
Introducdo a Légica Matematica Heloisa 08/2018 | 12/2018 40
e de Programacao por meio de Cristina da
Jogos para alunos dos anos finais Silva
do Ensino Fundamental
Cursinho Pré Vestibular Renato 02/2020 - 200
Francisco Merli
Tira Davidas Renato 02/2020 - 200
Francisco Merli
Reforco e Aulas Preparatérias Araceli Ciotti 07/2021 50
Para Vestibular e Provas do Enem de Marins 07/2020
Desenvolvimento de Jogos Heloisa 08/2020 | 07/2021 20
Digitais para Ensino de Cristina da
Matematica Basica? Silva
Grupo da Quarta - formagao Rodolfo 06/2021 - 100
continuada de professores que Eduardo
ensinam matematica no Ensino Vertuan
Fundamental
Cubo Méagico Renato 05/2023 -

Francisco Merli

Fonte: os autores, 2023.

Nesse contexto, a ideia de criar um projeto intitulado Clube da Mate-
matica soou com grande potencial, uma vez que a nogao de clube, no senso
comum, é aassociagao de um conjunto de pessoas com interesses em comum.

De acordo com Oliveira e Cedro (2015, p. 19), um Clube de Matematica
pode ser caracterizado como:

[...] um espaco de aprendizagem dos estudantes [...] e, concomitantemen-
te, como espaco de formagao docente. Ele é organizado tomando como

premissa a ludicidade, como forma de motivar as criancas a apropriacao dos

2 Emrelacao ao coordenador do projeto apresentado no quadro, salientamos que podem existir
outros nomes.

3 Até o momento da escrita deste texto o projeto ainda estava em fase de preparacao dos executores
para elaboracdo das oficinas a serem executadas nas escolas.



conhecimentos matematicos, e as a¢oes e reflexdes coletivas dos sujeitos, de

modo a possibilitar o compartilhamento de ideias e de saberes entre os pares.

Nesse sentido, Cedro (2004, p. 52) aponta que a principal meta de um
Clube é “[...] criar um ambiente para o desenvolvimento de atividades educa-
tivas que possibilitem a discussao dos mais variados aspectos dentro do meio
educacional”. Historicamente:

[...]acriagdo dos primeiros Clubes de Matematica surgidos nos Estados Unidos,
de acordo com Morgado (1996), remonta as décadas de 30 e 40. Segundo
ele, tais clubes foram criados com intuito de serem auxiliares poderosos na
propaganda da Matemadtica, no fortalecimento do convivio entre os interessa-
dos nesta disciplina, e também poderem inclusive ajudar a resolver algumas

dificuldades na aprendizagem da Matematica. (CEDRO, 2004, p. 51-52)

Para Silva (2010, p. 28), as atividades realizadas no Clube podem contri-
buir para o melhor entendimento dos conceitos matematicos e cientificos,
e favorecer o desenvolvimento de atitudes essenciais frente a matematica
pelos educandos. Essas atitudes sao compreendidas como estimulo a cons-
trugio do conhecimento matematico e cientifico, a curiosidade, a tomada
de decisdo baseada em andlises e conclusoes, a colaboracado, ao trabalho em
equipe, a perseveranca na busca de solugGes, promovendo o acreditar mais
em si mesmo e o gosto pela matematica.

Nesse contexto, o projeto foi criado em 2017 tendo como os objetivos
divididos entre trés (ou quatro) “atores” participantes do projeto: estudantes
da Educacdo Basica, estudantes de graduagao (com enfoque nos estudantes
da licenciatura em matematica, enquanto espaco para formacao inicial)
e, professores da Educagio Basica e do Ensino Superior (enquanto espaco
formacao continuada).

No que consiste aos estudantes da Educacao Basica, era esperado:
desmistificar a imagem da Matematica como o “bicho papao” do sistema
educativo; combater o insucesso escolar; modificar a atitude do aluno
face as ciéncias exatas, fazendo-o tomar consciéncia das aplicacbes em
areas por vezes insuspeitas e, indiretamente, na propria tecnologia que
usa diariamente; satisfazer a curiosidade e levar um pouco mais longe a
compreensdo matematica e cientifica daqueles que, embora ja com uma
postura positiva e um gosto face a essas disciplinas, ndo tém oportunidades
de acesso a outros meios de satisfazer a curiosidade; ocupar o tempo livre
dos alunos através da concretizacdo de atividades apelativas com carater



formativo; desenvolver a capacidade de interpretar e resolver problemas;
desenvolver o raciocinio l6gico e o calculo mental.

Do ponto de vista dos estudantes de graduacao, fortemente os
licenciandos em Matematica (formacdo inicial), objetiva-se: prepara-los
para o exercicio de sua profissdo na drea de Matematica; estender a
compreensdo da Matematica para além da sala de aula; despertar o in-
teresse criativo-construtivo através da criacdo e construcao de materiais
e jogos didaticos; estimular talentos cientificos através da iniciagdo dos
estudantes em projetos de pesquisa e extensdo; aproximar a universidade
da comunidade local, criando um espaco para atividades experimentais
fazendo-se uso dos materiais convencionais e/ou alternativos; socializar
o ensino da Matematica e de Ciéncias através da formacdo de estudos e
pesquisas; organizar e planejar atividades de ensino; e refletir sobre sua
acao pedagdgica.

Em relagao aos professores da Educacdo Basica e do Ensino Superior
(formacao continuada), procurava-se: retomar conhecimentos de matema-
tica da Educacgdo Basica até entdo nao trabalhados; ressignificar a pratica
docente a partir de um modelo de ensino diferenciado; estreitar os lacos
entre estudantes e professores; compartilhar vivéncias e aprender a trabalhar
em espacos colaborativos de ensino e aprendizagem; estreitar os lagos entre
professores da Educagdo Basica e do Ensino Superior; possibilitar articulagoes
entre a matematica do Ensino Superior e a matematica da Educacdo Basica,
além dos outros contelidos de calculo, geometria analitica, algebra linear,
equagdes diferenciais, entre outras.

Ao longo dos anos esses objetivos foram parcialmente alcancados até
que, em 2019, com o aparecimento da Pandemia do covid-19, o projeto teve
que ser encerrado. Infelizmente, até o momento nao foi retomado.

3 OFICINAS DE MATEMATICA E GINCANAS*

As oficinas de matematica podem ser compreendidas como atividades
diferenciadas, em que os alunos desenvolvem atividades mais praticas, com
equipamentos diferentes, visando ao aprendizado de matematica sob a su-
pervisio de um professor capacitado (PARANA, s.d.). No curso de Licenciatura
em Matematica, campus Toledo, as oficinas acontecem uma vez por semestre

4 Asoficinas de matematica e as gincanas, apesar de ndo aparecerem no quadro 1 como projetos
formalmente constituidos no Departamento de Extensao do campus da UTFPR de Toledo, merecem
destaque no texto por serem a primeira e mais duradoura atividade do curso.



e tiveram sua primeira edicdo no primeiro semestre de 2015 tendo como
publico-alvo alunos do Ensino Médio.

No segundo semestre do mesmo ano, as oficinas foram destinadas
aos alunos do Ensino Fundamental e Médio. No segundo semestre de 2017
iniciaram as oficinas da disciplina de Estagio Supervisionado na Educacao
Basica 4, com aplicacio de oficinas para alunos do Ensino Superior. As ofici-
nas da disciplina de Estagio Supervisionado na Educacdo Basica 4 atendem
um publico de modalidades diferenciadas como pais de alunos, alunos do
Ensino Superior, professores de matematica, entre outros. Isso acontece pela
caracteristica da disciplina, que tem como objetivo atender modalidades
diferenciadas de ensino como Educacio de Jovens e Adultos, professores,
Educacdo Infantil, Ensino Fundamental |, entre outras.

A organizacio das oficinas passou por varias modifica¢cdes ao longo das
edicoes. No quadro 2, a seguir, temos um resumo das oficinas e gincanas
realizadas ao longo desses anos.

Quadro 2: Oficinas e Gincanas desenvolvidas pela COMAT®

Local Ano/Semestre Pablico-alvo Tipo
UTFPR 2015/1 EM Oficina
UTFPR 2015/2 EFe EM Oficina
UTFPR 2017/2 EFeEM Gincana
Centro daJuventude —Jardim 20171 EM Gincana
Coopagro 2017/2
UTFPR 2018/ EFeEM Gincana
UTFPR 2017/ EFe EM Oficina
2017/2
Colégio Estadual Castelo Branco 2017/1 EM Oficina
(PREMEN) 2017/2
Colégio Estadual Jardim Porto 2017/2 EFe EM Oficina
Alegre
UTFPR 20181 EF EM e ES Oficina
UTFPR 20181 EF Oficina
Colégio Estadual Castelo Branco 2018/2 EM Gincana
(PREMEN)
Colégio Estadual Jardim Gisele 2018/2 EFeEM Gincana

continua

5 Utilizaremos as seguintes siglas para simplificar o quadro: EM — Ensino Médio, EF — Ensino
Fundamental e ES—Ensino Superior.
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Ano/Semestre Piblico-alvo Tipo
UTFPR 2019/1 Professoresdoso e Oficina
2019/2 60 anos
Colégio Estadual Anténio José Reis 2019/ EF EM e Paisde Oficina
alunos
Colégio Estadual Dario Vellozo ‘ 2019/2 ‘ ‘ Oficina
UTFPR 2019/1 Oficina
2019/2
ONLINE ‘ 2021/2 ‘ EFe EM ‘ Oficina
Colégio EstadualJardim 2022/ Oficina
Porto Alegre
SESC 2022/ Oficina
UTFPR 20231 EFEMe Oficina
Professores do
Ensino
Fundamental
|—Anos Iniciais

Fonte: os autores, 2023.

Em alguns semestres foram aplicadas em um (nico periodo (manha
ou tarde), em outros a aplicacdo aconteceu o dia inteiro (manhi e tarde
oumanh3, tarde e noite). Quanto ao local de desenvolvimento, as oficinas
acontecem na prépria UTFPR aos sabados ou em colégios da cidade de
Toledo, aos sibados ou durante a semana. No caso do ano de 2020, as
oficinas ndo aconteceram e, em 2021, elas aconteceram de forma ONLINE,
conforme pode-se identificar no quadro 2. Essas diferentes configuracdes
na aplicacdo das oficinas nos possibilitaram perceber prés e contras. A
aplicacdo na universidade tem como vantagem o acesso mais facil aos
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materiais, pois muitos deles estdo no Laboratério de Ensino de Matematica
(LEM) e podem ser facilmente utilizados.

As salas de aula também podem ser preparadas com antecedéncia, na
sexta-feira a noite, e com isso, podem ser utilizados mais recursos decorati-
vos para o envolvimento dos alunos nas oficinas. Além disso, os alunos dos
colégios podem ter a oportunidade de conhecer a estrutura da universidade,
a qual nem sempre teriam acesso, nao fossem as oficinas. Ja a aplicacdo
nos colégios, principalmente durante a semana, d4 a oportunidade de que,
mesmo alunos que nio tenham afinidade com matematica, a percebam de
forma diferente, mais atrativa.

As atividades a serem aplicadas sao elaboradas pelos alunos das
disciplinas de Estagio Curricular na Educacao Basica, porém em algumas
edi¢oes também participaram alunos do Programa Institucional de Bolsas
de Iniciacdo a Docéncia (PIBID) e do Residéncia Pedagdgica (RP). Fazem
parte da preparacao para as oficinas a elaboracdo de um tema, plano de
aula e materiais necessarios ao desenvolvimento da oficina. Antes da apli-
cacdo da oficina com os alunos da Educacio Basica, sdo realizadas prévias
com os alunos dos estagios e seus respectivos professores. A intencio é
realizar um teste que possibilita perceber se a oficina esta adequada aos
objetivos propostos no plano de aula e sugerir ajustes necessarios. Cada
oficina tem duracdo de 1 hora e 30 minutos e sdo aplicadas duas ou qua-
tro vezes a cada edicdo. Durante a aplicacao das oficinas ha professores
avaliadores, que preenchem uma ficha de avaliacdo com relacdo a oficina
que esta acompanhando. Essas avaliacdes sao bastante importantes para
o desenvolvimento do estagio.

Ao término das oficinas é realizada a gincana que sao provas em que
normalmente se faz uso de habilidades e agilidade fisica, porém com a
insercao dos contetidos matematicos desenvolvidos durante as oficinas.
Para a realizacdo da gincana se destina em torno de trinta minutos. Em
algumas edicoes a gincana foi realizada em sala de aula com a dltima turma
de aplicacao da oficina, em outras edicoes se dividia os alunos em equipes
e se realizava a gincana no ginasio da universidade. Nesse segundo caso, ao
final da gincana, havia uma tnica equipe vencedora. No primeiro caso, havia
uma equipe vencedora em cada sala de aula.

A realizacao das oficinas e da gincana é importante como forma de di-
vulgacdo tanto do curso de Licenciatura em Matematica, quanto da prépria
matematica. Nossos alunos estdo acostumados a ouvir que matematica é
importante em nossas vidas e que esta em todo lugar, mas normalmente



no cotidiano de sala de aula pouco se explora atividades que mostrem
essas caracteristicas da matematica. Além disso, o fato de nao estarmos
vinculados a um curriculo proporciona abordar contedido ou assuntos que
nao constam nos curriculos escolares, mas que trazem aspectos bastante
importantes da matematica.

4 CURSINHO PRE-VESTIBULAR E TIRA-DUVIDAS

Levando em consideraciao que a indissociabilidade entre ensino,
pesquisa e extensao desempenha um papel fundamental nas instituicoes
de Ensino Superior e que ela ndo apenas promove a producao de conhe-
cimentos técnicos e cientificos, mas também contribui para a capacitacao
de recursos humanos e o progresso social; existe uma dindmica particular
associada a esse tripé.

Essa dindmica, conforme descrita por Silva (2000), ocorre em duas
fases: a primeira envolve atividades realizadas dentro da universidade, com
a participacdo de estudantes e professores, principalmente por meio do
ensino; e a segunda ocorre fora das universidades, atendendo ao publico
ou a comunidade externa, conhecidas como “a¢0es extensivas”. Essas duas
fases, em cursos de licenciatura, acontecem quase que de forma simultinea,
uma vez que a prépria atividade fim acontece fora das universidades. Nesse
contexto, projetos de extensdo que emergem de cursos de licenciatura
buscam melhorias na qualidade da educacao de modo a causar impactos
tanto na formacio de futuros docentes quanto na sociedade que os rodeia.

Assim, numa breve pesquisa, identificamos que pessoas carentes,
incluindo alunos da Educacdo Basica e adultos fora da escola, nio tém
condicOes de pagar um cursinho pré-vestibular para se preparar para o
ENEM ou algum vestibular de uma instituicao publica.

Sparta e Gomes (2005), num estudo sobre a importancia atribuida
ao ingresso na educacao superior por alunos do ensino médio em escolas
publicas e privadas, mostraram que 86,2 % dos jovens entrevistados pre-
tendiam prestar vestibular para um curso superior. Contudo, em escolas
publicas, esse nimero cai para 77 %. Outro aspecto importante ressaltado
pelos autores é a necessidade de ingresso no mercado de trabalho logo
ap0ds o ensino médio, onde 64,2 % dos estudantes da escola publica res-
ponderam positivamente a isso, enquanto apenas 31,1 % dos estudantes
da escola privada mostraram tal necessidade.



Mitrulis e Penin (2006), discutindo a questdo da igualdade e da equidade
em pré- vestibulares alternativos, chegaram a conclusdo de que acoes afirma-
tivas de universidades publicas em prol da inclusdo de jovens de segmentos
populares, tém se mostrado frutiferas, 3 medida que elas sdo acompanhadas
de outras atividades de socializacdo com a comunidade. Além disso, as autoras
dizem que os alunos que participaram de tais acoes se mostraram mais felizes
e capacitados para ingressar no ensino superior. Zago (2008), num estudo
sobre as perspectivas e limites dos cursos pré- vestibulares, afirma que tais
cursos promovem a democratizagdo do acesso ao ensino superior, buscando
corrigir algumas desigualdades historicamente impostas a determinados
grupos sociais.

Levando essa conjuntura em consideragao, a UTFPR, Toledo, em parceria
com a UFPR —Palotina, tem criado a¢Bes que possam ajudar essa populagio
mais vulneravel a alcar voos maiores, como por exemplo, maior acesso as
universidades publicas.

Nesse contexto, desde 2020, tém sido realizados os projetos Cursinho
Pré-Vestibularé e Tira Dividas de Matematica de forma concomitante. O
primeiro, tem sido realizado as tercas-feiras a noite entre os horarios das
dezenove as vinte e duas horas, sendo ministradas aulas semanais de
resolucao de problemas do ENEM e de vestibulares da UFPR. As aulas sao
de forma on-line por meio do Youtube.” Essas aulas sdo ministradas por
académicos do curso de matematica que estao participando do Residéncia
Pedagbégica, do Estagio Supervisionado e aqueles que tenham interesse
(incluindo académicos de outros cursos, professores e técnicos). Também
participam egressos do curso de matematica, bem como professores do
curso de matematica.

O segundo projeto, do Tira Dlvidas, acontece diariamente das sete
horas e trinta minutos as vinte e trés horas, incluindo finais de semana e
feriados. Vale ressaltar que, como se trata de um Tira Davidas online (em
sua maior parte do tempo—, mas que nao exclui ser presencial e nas escolas
que desejem participar), os horarios sao meramente indicativos. Os alunos
participantes podem tirar dividas de trés modos: utilizando um grupo do
WhatsApp especifico para isso, presencialmente na prépria UTFPR ou de
forma online, sendo esses dois tltimos agendados previamente por meio
de um formulario online.

6  Cf:PREVESTIBULAR COMUNITARIO, sd. Disponivel em: https://cursinhoufprwixsite.com/prevec.
Acessoem: 26 abr. 2024.
7 Disponivel em: https://wwwyoutube.com/@prevec. Acesso em: 26 abr. 2024.
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No canal do PREVEC no Youtube temos cinquenta e nove videos de
Matematica gravados com visualizacoes de alguns videos que superam
mais de mil visualizacoes, totalizando mais de quatro mil visualizacGes.
Esse projeto, além de ter um impacto grande, também atende um publico
diferenciado, por exemplo, detentas de um presidio do Parani que assistem
as aulas gravadas no outro dia.

No caso do Tira Dividas, atendemos alunos de todo Brasil, temos tido
participantes de diferentes estados do pafs, entre eles, Santa Catarina,
Espirito Santo, Amazonas, Para e Rio Grande do Norte. Foram duvidas
desde a Educacdo Basica até o Ensino Superior. No grupo do WhatsApp
contamos com mais de trinta colaboradores que estao sempre atentos as
davidas dos alunos.

Tais projetos tém se mostrado muito proficuos e transformadores, uma
vez que temos recebidos diversos feedbacks de participantes que passaram no
vestibular ou que ingressaram na universidade ap6s participarem do projeto.

5 PRODUCAO DE GAMES

O projeto de producao de jogos para o Ensino Basico teve seu inicio
no segundo semestre de 2020 com a intencdo de fazer uma versao digital
de jogos elaborados pelos alunos do curso de Licenciatura em Matematica
e que estavam armazenados no LEM. Esses jogos eram elaborados para
alguma disciplina ou para as oficinas e gincana e posteriormente ficavam
sem uso no LEM. Vendo essa situacdo, um grupo de professores, da ma-
tematica e da Tecnologia de Sistemas para a Internet, criaram um projeto
de extensdo visando a elaborar as versGes digitais dos jogos para que em
algum momento se pudesse disponibilizar os jogos nas versoes digitais para
a comunidade externa com a intencao de que os jogos pudessem auxiliar
no estudo de matematica de alunos da Educagao Basica.

O projeto iniciou de forma bastante ingénua, imaginando que pre-
cisariamos somente transferir o jogo da versdo analdgica para a digital.
Porém ao final do primeiro semestre ja se percebia que para uma versio
digital precisariamos de novos elementos. Um exemplo disso é o prémio. O
primeiro jogo que teve sua versao digital era composto por uma Unica fase
(Figura 1) e tinha como prémio um bombom para o aluno vencedor, mas na
versao digital o bombom nao era um prémio possivel e uma tnica fase era
pouco para um jogo digital (Figura 2). No caso deste primeiro jogo, ele foi
elaborado para uma oficina de matematica, projeto citado anteriormente,



UNIVERSIDADE E COMUNIDADE: UMA PARCERIA ESSENCIAL

e se tratava de um jogo do tipo caga ao tesouro. A intengdo era que os alu-
nos compreendessem o sistema de coordenadas cartesianas e tinha como
publico-alvo alunos de 8.° e 9.° anos.

Figura1:Jogo analégico

Fonte: Da pesquisa (2020).
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Figura 2: Versdo digital
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Fonte: Da pesquisa (2021).

A partir do primeiro semestre de 2021 mais professores passaram a
integrar o projeto e se percebeu a necessidade por realizar estudos rela-
cionados ao Game Design, gamificacdo, entre outros. Algumas dificuldades
foram surgindo pelo caminho como encontrar alunos que permanecessem
tempo suficiente no projeto e que se dedicassem tempo necessario para
desenvolver um jogo ou uma etapa completa de um jogo.

Atualmente temos um jogo em uma primeira versao, a qual foi aplicada
em uma Semana Académica da Matematica, vinculada ao curso, e uma
outra aplicagio estd sendo planejada. As aplicagdes auxiliam, pois mostram
problemas nao percebidos pela equipe que elaborou o jogo e também nos
fornecem informacgdes sobre o que pode ser aprimorado. Dentro das ativi-
dades do projeto foram desenvolvidos dois trabalhos de conclusdo de curso
(SILVA, 2022; SPOHR, 2022), cada um deles com umjogo elaborado, faltando
arealizacdo da parte de programacao para que possam ser aplicados em fase
de testes. Tivemos ainda dois artigos publicados em eventos nacionais, na
SBGames (SANTOS; CAMARGO; SCHEFFEL; MERLI; PEZUTTI; LIMA; SILVA;
2022) e no Encontro Nacional de Educacao Matematica (ENEM) (SPOHR;
MERLI; SILVA, 2022).

Esses resultados de pesquisa aliados as parcerias com as escolas mos-
tram a indissociabilidade existente entre pesquisa e extensao e, corrobora
com Silva (2000) de que existe uma dindmica entre ensino-pesquisa-ex-
tensdo que envolve atividades realizadas dentro da universidade, com a
participacdo de estudantes e professores, principalmente por meio do ensino



e atividade ocorrem fora das universidades, atendendo ao publico ou a
comunidade externa, conhecidas como “acbes extensivas”.

CONSIDERAGOES FINAIS

Podemos concluir que o tripé ensino-pesquisa-extensao desempenha um
papel fundamental na formacao de profissionais qualificados e no desenvolvi-
mento da comunidade. Essa indissociabilidade entre os trés aspectos é essen-
cial para transformar a educacio universitaria em uma visao de universidade
publica, gratuita, autbnoma, democratica e socialmente ativa.

A extensao universitaria é uma forma de interacdo entre a universidade
e acomunidade, levando o conhecimento produzido na instituicdo para além
dos muros académicos e promovendo agoes que atendam as necessidades da
populacdo. No caso da licenciatura, essa relagdo se torna ainda mais evidente,
uma vez que o campo de atuacdo dos futuros professores é a prépria escola
onde eles realizam estagios, pesquisas e atividades de extensao.

Ao estabelecer parcerias com a comunidade, especialmente com as
escolas da regido, a universidade fortalece sua responsabilidade social e
contribui para o desenvolvimento educacional e social do entorno. Essas par-
cerias permitem a realizacdo de projetos e a¢oes de extensdo que beneficiam
tanto os estudantes universitarios, proporcionando experiéncias praticas e
aproximando-os da realidade profissional, quanto a comunidade, que recebe
os beneficios dessas iniciativas.

Ao longo dos dez anos de existéncia do curso de licenciatura em ma-
tematica, foram realizadas diversas parcerias e projetos de extensio que
demonstram a importancia da interligacdo entre ensino, pesquisa e extensao.
Essas acGes contribuem para a formacao dos futuros professores, promovem a
disseminacdo do conhecimento cientifico e tecnolégico para a comunidade e
possibilitam o desenvolvimento de novos projetos que enfrentem os desafios
presentes e futuros.

No entanto, apesar da importancia da triade ensino-pesquisa-extensao,
ainda existem desafios a serem enfrentados. A formacao dos professores mui-
tas vezes ocorre de forma dissociada das praticas de extensao, o que dificulta
a incorporacdo de experiéncias além do ensino e da pesquisa. Além disso, a
falta de interdisciplinaridade e a desconexao com a realidade dos estudantes
podem comprometer a efetividade dessas praticas.

Portanto, é essencial que os docentes estejam capacitados e atualizados,
utilizando metodologias que promovam a integracdo entre os trés pilares e



estimulem o desenvolvimento de saberes e habilidades nos alunos. E neces-
sario esclarecer a importancia do tripé ensino-pesquisa-extensdo e buscar
formas mais eficazes de abordar e trabalhar essa integracdao na academia,
a fim de promover uma educagio de qualidade e impactar positivamente
a sociedade.

Assim, esses projetos de extensao que envolvem atividades como Clube
de Matematica nas escolas, Cursinho Pré Vestibular e Tira Duvidas, Oficinas e
Gincanas de Matematica e Produgao de Games Pedagégicos para Matematica
desempenham um papel fundamental na promocao do ensino e aprendizagem
dadisciplina. Essas iniciativas tém grande importancia, pois proporcionam um
ambiente de aprendizagem diferenciado e interativo, estimulando o interesse
dos estudantes pela Matematica.

O Clube de Matematica nas escolas, por exemplo, oferece um espa-
co extracurricular onde os alunos podem explorar conceitos e resolver
problemas matematicos de forma lidica e desafiadora. Essa abordagem
contribui para o desenvolvimento do raciocinio légico, do pensamento
critico e da criatividade dos estudantes, além de promover a socializagao
e o trabalho em equipe.

O Cursinho Pré Vestibular de Matematica, por sua vez, desempenha um
papel importante na preparacio dos estudantes para os exames de ingresso
nas universidades. Através de aulas e atividades voltadas especificamente para
o conteido matematico exigido nos vestibulares, o cursinho auxilia os alunos
a consolidarem seus conhecimentos e a adquirirem habilidades necessarias
para obterem um bom desempenho nessa disciplina.

O Tira Davidas de Matematica oferece um suporte personalizado aos
estudantes, proporcionando um espaco para que possam esclarecer suas
dudvidas e receber orientacoes especificas sobre os contelidos matematicos que
encontram dificuldades. Essa iniciativa contribui para a superacao de obsta-
culos individuais e para a melhoria do desempenho dos alunos, auxiliando-os
a avancar em seu aprendizado.

As Oficinas de Matematica, por sua vez, proporcionam uma abordagem
pratica e dinamica do ensino da disciplina. Através de atividades interativas,
manipulagio de materiais e resolu¢do de problemas contextualizados, as ofi-
cinas estimulam a participacio ativa dos alunos, promovendo a compreensao
dos conceitos matematicos de forma concreta e significativa.

As Gincanas de Matematica sao eventos que buscam envolver os estu-
dantes de maneira divertida e desafiadora. Através de competicoes, jogos
e atividades que exploram diferentes dreas da Matematica, as gincanas



estimulam o interesse pela disciplina, incentivam o trabalho em equipe e
desenvolvem habilidades como agilidade mental, raciocinio rapido e resolucao
de problemas sob pressao.

Por fim, a Producio de Games Pedagdgicos para Matematica utiliza a
tecnologia como ferramenta de ensino. Através da criacido de jogos digitais
que abordam conceitos matematicos, os estudantes podem aprender de forma
mais interativa e auténoma. Essa abordagem lidica e tecnoldgica contribui
para o engajamento dos alunos e para o desenvolvimento de habilidades
como o pensamento estratégico, a resolugdo de problemas e a persisténcia.

Esses projetos de extensdo tém um impacto significativo no ensino e
aprendizagem da Matematica, proporcionando experiéncias enriquecedoras
que vao além das salas de aula tradicionais. Eles estimulam o interesse pela
disciplina, promovem o desenvolvimento de habilidades cognitivas e sociais,
e contribuem para a formacao de cidad3os criticos e capacitados.

Em resumo, a indissociabilidade entre ensino, pesquisa e extensao é
fundamental para a formacao de profissionais qualificados e o progresso
social. A partir das parcerias com a comunidade e dos projetos de extensio, é
possivel fortalecer essa relacio e promover uma educacado universitaria com-
prometida com a transformacio social e o desenvolvimento da sociedade.
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REELABORANDO OFICINAS DE
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A Formacao Inicial de Professores desempenha um papel crucial na
preparacao dos futuros educadores para enfrentar os desafios da sala de
aula inclusiva. Além de se apropriarem de conhecimentos consistentes
sobre a Matemadtica que ensinam e estratégias pedagdgicas adequadas, os
professores também precisam desenvolver uma compreensio acerca dos
estudantes apoiados pela Educacao Especial, incluidos nas salas de aula
comuns do ensino regular.

Ao conhecer os sujeitos para quem se ensina, os professores sdo capazes
de, além de identificar barreiras que podem dificultar a aprendizagem dos
alunos na disciplina de Matematica, de pensar em estratégias para lidar com
elas, ultrapassa-las e supera-las, ou seja, sao capazes de adaptar os métodos
de ensino, materiais e recursos para garantir que todos os alunos tenham
acesso equitativo a educacdo matematica. Nessa perspectiva, Cintra (2014, p.
2), manifesta que “[...] apesar do sucesso da inclusao de alunos com deficién-
cia naescola regular depender, entre muitos outros fatores, dos professores,
esse tema tem ficado ausente dos cursos de formagao inicial ou continuada”.
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Borges, Cyrino e Nogueira (2020, p. 149) afirmam sobre aimportancia de
que a “[...] promocdo de acoes formativas na graduacdo, com o envolvimento
dos futuros professores e dos estudantes com deficiéncia, pode promover
uma heterogeneidade benéfica, bem mais proficua as aprendizagens do
que ambientes mais homogéneos”, expondo assim, os professores que
ensinam matematica em formacao, a situacoes cotidianas, imbricadas de
heterogeneidade, retratando de certo modo, as situacdes presentes nas
salas de aula. Nesse sentido:

[...] ao identificarmos uma abordagem n3o transversal da Inclusdo Educa-
cional, vemos a necessidade de avancar no sentido de que, se defendemos
que as tarefas que propomos aos nossos estudantes é que devem ser
potencialmente inclusivas, todas as disciplinas poderiam contribuir nesse
debate, com a inclusdo educacional deixando de ser tratada em paralelo,
entre parénteses, por outros departamentos/colegiados etc. Portanto, urge
um nimero maior de disciplinas incitando discussoes para colaborar com
a tematica (BORGES; CYRINO; NOGUEIRA, 2020, p. 153).

Por conseguinte, no segundo semestre de 2022, a PROGRAD langou um
edital que contemplou os cursos de Licenciatura da UTFPR com incentivos
por meio de bolsas para académicos, para o desenvolvimento da producao
de conhecimentos e praticas pedagogicas, buscando a melhoria da qualidade
para a formacao inicial e continuada de professores.

Vislumbrando a oportunidade de enriquecer e ampliar as reflexdes e
discussoes acerca da Educacao Matematica Inclusiva, propomos o projeto
intitulado “Oficinas de Matematica voltadas para a educacao especial na
perspectiva da educacdo inclusiva”. Destarte, as reflexdes empreendidas no
ambito do projeto decorrem do seguinte principio, ensinar matematica para
que todos tenham a oportunidade de aprender em um mesmo ambiente e
com atividades em comum.

Desse modo, foi realizado pelos bolsistas um levantamento de planos
de aulas e de planos de aulas de Oficinas de Matematica desenvolvidas pelos
académicos do Curso de Licenciatura em Matematica da UTFPR, campus
Toledo, em anos anteriores e aplicadas na prépria UTFPR e em colégios
de Ensino Fundamental e do Ensino Médio, com o objetivo de adapta-los,
parcialmente ou totalmente.

Apresentaremos neste capitulo, alguns resultados de materiais produzi-
dos em uma impressora 3D, visto que é um recurso que agrega na producao
de materiais, mas com o cuidado de a utilizarmos de maneira consciente e



sustentavel, produzindo materiais ou pecas que nao podem ser confeccio-
nados com outro material, ou pelo custo ou pela qualidade do material ou
pela especificidade da peca.

Nesse contexto, na préxima se¢do apresentamos o que entendemos por
Educacdo Matematica Inclusiva, na sequéncia discutimos o uso das Tecnolo-
gias Assistivas na producao de materiais didaticos, com uso especifico de uma
impressora 3D. Em seguida esclarecemos sobre o projeto Licenciando, sobre
o qual esse capitulo esta sendo edificado, bem como apresentamos alguns
exemplos de materiais assistivos desenvolvidos. Por fim, apresentamos
nossas consideracoes sobre o projeto e seus desdobramentos.

1 EDUCA(;AO MATEMATICA INCLUSIVA

Compreendera Educacdo Especial na perspectiva da Educacdo Inclusiva du-
rante a formacao inicial de professores que ensinam matematica é fundamental
para os futuros professores, bem como para os docentes do curso de licencia-
tura para que tenham o entendimento que a Educacao Inclusiva compreende:

[..] compartilhar espacos, tarefas, profissionais, infraestrutura,
objetivos formativos com todos, por todos. Entretanto, isso ndo
significa um tratamento igualitario a todos, mas, sim, equitativo,
ja que alguns de nossos estudantes e professores, caso ndo tenham
suas diferencas consideradas, nao poderdo sequer participar de
determinadas atividades que n3o considerem suas caracteristicas
(BORGES; CYRINO; NOGUEIRA, 2021, p. 2605).

Desta forma, apresentamos alguns marcos legais importantes para
a constituicao da Educacdo Especial na perspectiva da Educacdo Inclusiva.
Tomamos como ponto de partida a ruptura acerca da Educacao Especial,
desenvolvida em escolas especializadas, que em sua maioria ndo ofertavam
uma escolarizacdo seriada, diferente da escolarizacio ofertada em escolas
comuns, denominada como educacio regular (NOGUEIRA, 2019).

A mudanca de perspectiva da Educacio Especial comeca a se transformar
na década de 90, a partir das discussoes em ambito mundial que visavam a
promocao de uma Educacio para todos. Ou seja, inicia-se uma crise de paradig-
mas, com a necessidade de mudancas de visao de mundo, para que um novo
paradigma de conhecimento seja estabelecido, determinando novas conexdes
“[...] entre saberes outrora isolados e partidos e dos encontros da subjetividade



humana com o cotidiano, o social, o cultural”. Mantoan (2003, p. 14) ainda
destaca que, “[...] para reformar a instituicao, temos de reformar as mentes,
mas nao se pode reformar as mentes sem uma prévia reforma das instituicoes”.

Esse movimento de ruptura e mudanca de paradigma entre aquelas
escolas regulares e os demais estudantes das escolas especializadas toma
forma a partir da Conferéncia Mundial sobre Educacao para Todos (CONFE-
RENCIA DE JOMTIEN, 1990), realizada em Jontiem, na Tailandia, em 1990,
e promovida pela UNESCO, que teve como objetivo promover a integracao
de alunos com necessidades educacionais especiais no ambiente escolar,
visando a respeitar a diversidade. O principio da integracdo foi reafirmado
pela Conferéncia Mundial de Educacao Especial, em Salamanca (DECLARA-
CAO DE SALAMANCA, 1994), na Espanha, em 1994, que tratou das “Regras
Padroes sobre Equalizacdo de Oportunidades para Pessoas com Deficiéncia”,
demandando que os Estados garantam que a educacio das pessoas com
deficiéncia faca parte integrante do sistema educacional.

Essas politicas internacionais estdo incorporadas na Lei de Diretrizes
e Bases da Educacdo Nacional, Lei n. 9394 de 1996, no Capitulo V, artigo 58,
que define a Educacao Especial como uma “modalidade de educacio escolar,
oferecida preferencialmente na rede regular de ensino, para alunos com
necessidades especiais” (BRASIL, 1996). Isso estabelece o desenvolvimento
da inclusdo escolar.

O Brasil, como signatario das politicas internacionais, reafirma o compro-
misso e a preocupacao com o processo de inclusdo, ao estabelecer por meio
do Decreto n.° 3.956, em 2001, a promulgacao da Convencao Interamericana
para a Elimina¢io de Todas as Formas de Discriminagdo contra as Pessoas com
Deficiéncia (BRASIL, 2001b). Esse documento define o termo “deficiéncia”,
como “[...] uma restricao fisica, mental ou sensorial, de natureza permanente
ou temporaria, que limita a capacidade de exercer uma ou mais atividades
essenciais da vida diaria, causada ou agravada pelo ambiente econémico e
social” (BLATTES, 2006, p. 212) e o termo “discriminacio contra as pessoas com
deficiéncia”, como qualquer forma de:

a) diferenciagao, exclusdo ou restricdo baseada em deficiéncia, antecedente de
deficiéncia, consequéncia de deficiéncia anterior ou percepgao de deficiéncia
presente ou passada, que tenha o efeito ou propésito de impedir ou anular
o reconhecimento, gozo ou exercicio por parte das pessoas portadoras de

deficiéncia de seus direitos humanos e suas liberdades fundamentais.

b) Nao constitui discriminagdo a diferenciagao ou preferéncia adotada pelo

Estado Parte para promover a integracao social ou o desenvolvimento pessoal



dos portadores de deficiéncia, desde que a diferenciacio ou preferéncia nao
limite em si mesma o direito a igualdade dessas pessoas e que elas nao sejam
obrigadas a aceitar tal diferenciacdo ou preferéncia. Nos casos em que a
legislacio interna preveja a declaragdo de interdigdo, quando for necessariae
apropriada para o seu bem-estar, esta ndo constituira discriminagao (BLATTES,
2006, p. 212-2013).

Também em 20071, foi estabelecido, por meio da resolugio CNE/CEB
n. 2, as Diretrizes Nacionais para a Educacdo Especial na Educacio Basica,
definindo no artigo 1.° que “a educacdo de alunos que apresentem necessi-
dades educacionais especiais, na Educacio Basica, em todas as suas etapas e
modalidades” (BRASIL, 2001a). A Educacao Especial passa a ser compreendida
como transversal ao sistema educacional, ou seja, perpassa todos os niveis e
modalidades de ensino conforme a figura 1.

Figura1: Transversalidade da Educacio Especial
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Fonte: Blattes, 2006, p. 9.

Foi somente em 2008, com a Politica Nacional de Educagdo Especial na
perspectiva da Educacgdo Inclusiva (PNEE), que a Educacio Especial passa a
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ser concebida como modalidade escolar e a ser ofertada preferencialmente
na rede regular de ensino, com a finalidade de:

[...] assegurarainclusio escolar de alunos com deficiéncia, transtornos globais
do desenvolvimento e altas habilidades/superdotacio, orientando os siste-
mas de ensino para garantir: acesso ao ensino regular, com participacao,
aprendizagem e continuidade nos niveis mais elevados do ensino; trans-
versalidade da modalidade de educagdo especial desde a educagio infantil
até a educacdo superior; oferta do atendimento educacional especializado;
formacao de professores para o atendimento educacional especializado e
demais profissionais da educacio para a inclusio; participagio da familiae da
comunidade; acessibilidade arquitetonica, nos transportes, nos mobiliarios,
nas comunicagoes e informacio; e articulacio intersetorial naimplementacao

das politicas pablicas (BRASIL, 2008, p. 14).

A Educacdo Especial, “[...] modalidade de ensino que perpassa todos
os niveis, etapas e modalidades” (BRASIL, 2008, p. 16), tem como objetivo
fornecer o Atendimento Educacional Especializado (AEE) tanto nas Salas de
Recurso Multifuncional (SRM), quanto nas salas comuns do ensino regular, por
meio da disponibilizacdo de servicos e de recursos do AEE, bem como, orientar
alunos e professores quanto a utilizacao destes. As escolas especializadas sao
instruidas pela PNEE, para se tornarem centros de oferta do AEE, mantendo
a matricula dos alunos atendidos na escola regular inclusiva.

Retomamos assim o estudo realizado por Borges, Cyrino e Nogueira
(2021), que apresenta discussoes sobre a Formacao Inicial de Professores que
ensinam Matematica em uma perspectiva inclusiva, de modo que os “[...]
cursos de licenciatura devem lidar com diversos elementos que influenciam
a profissdo professor, porém, nossa énfase aqui vai para: saber Matematica,
ensinar Matematica e conhecer as necessidades dos sujeitos acerca desse
ensino” (BORGES; CYRINO; NOGUEIRA, 2021, p. 153).

A perspectiva de uma formacao de professores capacitados para ministrar
aulas nas classes comuns do ensino regular com a presenca de alunos apoiados
pela Educacio Especial, esta prevista nas politicas piblicas desde 2001 com a
Resolucdo CNE/CP n°1/2002, por meio das Diretrizes Curriculares Nacionais
para a Formagao de Professores da Educagdo Basica, em nivel superior, curso de
licenciatura, de graduacao plena, considerando no artigo 6.° para a construgao
do projeto pedagégico dos cursos de formacao dos docentes, paragrafo3.°- 1|
- “[...] conhecimentos sobre criangas, adolescente, jovens e adultos, af inclui-
das as especificidades dos alunos com necessidades educacionais especiais”
(BLATTES, 2006, p. 293).



A Resolucdo CNE/CP n. 1/2002, estabelece também a necessidade de
enriquecimento da pratica profissional do professor em formacao, por meio de
tecnologias da informacao. Tal necessidade é reafirmada em 2019, com a Reso-
lucio CNE/CP n.° 2, com a defini¢do das novas Diretrizes Curriculares Nacionais
para a Formacao Inicial de Professores, ao estabelecer as competéncias gerais
docentes “2. Pesquisar, investigar, refletir, realizar a analise critica, usar a criativi-
dade e buscar solucdes tecnoldgicas para selecionar, organizar e planejar praticas
pedagdgicas desafiadoras, coerentes e significativas” (BRASIL, 2019, p. 13).

Assim, além das reflexdes acerca do ensino de matematica em uma
perspectiva inclusiva, buscamos em nossas discussdes abordar a utilizacao
das tecnologias para o acesso ao conhecimento, por meio da construcao de
materiais didaticos e assim enriquecendo os Planos de Aula das oficinas que
sdo adaptadas. Na proxima secao apresentamos os recursos utilizados para
essa etapa do desenvolvimento do projeto.

2 TECNOLOGIAS ASSISTIVAS (TAs) E
O USO DE IMPRESSORAS 3D

Historicamente, o termo Tecnologia Assistiva era conhecido como Ajuda
Técnica pela Secretaria Especial dos Direitos Humanos e, com o tempo e avanco
das pesquisas, o termo Ajuda Técnica mostrou-se insuficiente para designara
ampla gama de significados que o termo poderia expressar.

Nesse contexto, em 2006, 0 Comité de Ajudas Técnicas, vinculado a Secre-
taria Especial dos Direitos Humanos, definiu Tecnologias Assistivas (TAs) como
“[...] fruto da aplicacdo de avancos tecnoldgicos em areas ja estabelecidas [...]",
sendo de “[...]” dominio de profissionais de varias areas do conhecimento, que
interagem para restaurar a fungao humana”. Estas dizem respeito ainda “[...] a
pesquisa, fabricacao, uso de equipamentos, recursos ou estratégias utilizadas
para potencializar as habilidades funcionais das pessoas com deficiéncia”
(BRASIL, 2009, p. 11).

Destacamos que o desenvolvimento de recursos assistivos tem promovido
a valorizacdo e inclusio de pessoas ora excluidas por alguma necessidade
especifica. Essa necessidade especifica no se limita apenas aos de ordem
fisica, mas abrange ainda aspectos biolégicos, psicolégicos e neurolégicos.

Ainda de acordo com o Comité de Ajudas Técnicas, os produtos oriundos
das TAs, pela 1SO 9999, sdo classificados em 11 grandes classes: 1) Tratamento
médico pessoal, 2) Treinamento de habilidades, 3) Orteses e préteses, 4)
Protecdo e cuidados pessoais, 5) Mobilidade pessoal, 6) Cuidados com o lar,



7) Mobiliario e adaptacoes para residéncias e outras edificacdes, 8) Comuni-
cacdo e informacao, 9) Manuseio de objetos e equipamentos, 10) Melhorias
ambientais, ferramentas e maquinas e, 11) lazer (BRASIL, 2009).

Pela Horizontal European Activities in Rehabilitation Technology (HEART),
6rgao vinculado a Unido Europeia, ha trés grandes areas das TAs: compo-
nentes técnicos, componentes humanos e componentes socioecondmicos.
Nos componentes técnicos existem quatro areas: comunicacdo, mobilidade,
manipulacao e orientacdao (BRASIL, 2009).

Uma dltima classificacdo encontrada advém do Instituto Nacional de
Pesquisas em Deficiéncias e Reabilitacdo, da Secretaria de Educacio Especial,
vinculada ao Departamento de Educacio dos Estados Unidos. Nesse sistema
de classificacdo eles diferem dez componentes: elementos arquitetonicos, ele-
mentos sensoriais, computadores, controles, vida independente, mobilidade,
Orteses/proteses, recreacao/lazer/esportes, moveis adaptados/mobiliarios e
servicos (BRASIL, 2009).

Diante dessas inimeras classificacoes, vamos entender que as Tecno-
logias Assistivas tém dois grandes grupos de classificacao, um vinculado aos
recursos e outro aos servicos. Assim, 0s recursos sao itens, equipamentos ou
partes deles, produtos ou sistemas fabricados utilizados para melhorar as
capacidades funcionais das pessoas com deficiéncia. Os servicos, por outro
lado, s3o aqueles que ajudam diretamente uma pessoa com deficiéncia
escolher os melhores recursos assistivos (RODRIGUES, 2019).

No dmbito da producido de recursos assistivos, encontramos algumas
ferramentas que permitem desenvolver tais materiais, dentre elas, citamos
as impressoras 3D. Tais impressoras se caracterizam como importantes meios
para melhorar o ensino e a aprendizagem dos estudantes, uma vez que,
permitem que os estudantes e professores construam e explorem materiais
pedagdgicos.

Nesse contexto, a impressora 3D pode ser inserida no movimento maker,
o qual utiliza como filosofia 0 hands-on (mao na massa) e o do it yourself (faca
vocé mesmo). Esses movimentos incentivam a criatividade dos estudantes
durante os momentos de aprendizagem (SANTOS; ANDRADE, 2020).

A impressora 3D utilizada para a producdo dos materiais didaticos aqui
apresentados é uma Creality Ender-3 V2 (Figura 2), que permite aimpressio de
materiais termoplasticos biodegradaveis, como porexemplo, o acido polilactico
(PLA), fabricado a partir da dextrose, um tipo de aglcar.



Figura 2: Creality Ender-3 V2

Fonte: Creality’

O movimento maker e o construcionismo de Papert (1993, 1994) sdo duas
abordagens educacionais que tém ganhado destaque nas tltimas décadas.
O movimento maker valoriza a ideia de que as pessoas sao capazes de criar,
construir e consertar objetos por conta propria. Através do uso de tecnologias
como impressoras 3D, cortadoras a laser e microcontroladores, os makers sao
capazes de materializar suas ideias e projetos de forma tangivel. Esse movimen-
to encoraja a criatividade, o pensamento critico e a resolucao de problemas,
proporcionando uma experiéncia pratica e significativa de aprendizagem.

1 Disponivel em: https://wwwi.creality3dofficial. com/. Acesso em: 30 maio 2023.
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O construcionismo, por sua vez, é uma teoria desenvolvida por Seymour
Papert, um dos pioneiros da inteligéncia artificial e da educacdo. Segundo
Papert (1993, 1994), o aprendizado ocorre de forma mais eficaz quando os
alunos tém a oportunidade de construir e manipular objetos fisicos e, assim,
construir o seu proprio conhecimento. Ele defendia a ideia de que as criancas
aprendem melhor quando estdo envolvidas ativamente em projetos e ativida-
des que despertam seu interesse e curiosidade. Papert também acreditava no
potencial das tecnologias como ferramentas para o aprendizado, defendendo
o uso de computadores e programagao como forma de empoderar os alunos
a se tornarem criadores e nao apenas consumidores de conteddo.

O movimento maker e o construcionismo de Seymour Papert comparti-
[ham uma visdo semelhante em relagdo ao papel do aluno como protagonista
de seu préprio aprendizado. Ambos enfatizam a importancia da experiéncia
pratica, do trabalho colaborativo e da conexao entre o mundo real e 0
ambiente educacional. Ao proporcionar oportunidades para os estudantes
criarem, experimentarem e refletirem sobre suas criacGes, essas aborda-
gens buscam desenvolver habilidades essenciais para o século XXI, como
pensamento critico, resolucdo de problemas, criatividade e colaboracao.
Além disso, promovem uma mentalidade de aprendizado continuo e uma
abordagem construtivista, na qual o conhecimento é construido ativamente
pelos alunos, em vez de ser passivamente transmitido pelos professores.

Essas caracteristicas sdo essenciais para os futuros professores de
matematica, que podem aliar os conhecimentos especificos de matematica
com os conhecimentos pedagdgicos para a producao de materiais didati-
cos inclusivos. Nesse contexto, na proxima se¢do apresentamos o projeto
Licenciando, que tem como uma das propostas, articular a utilizacdo de
Tecnologias Assistivas com a Educacao Matematica Inclusiva.

3 O PROJETO LICENCIANDO

O projeto Licenciando teve seu inicio em agosto de 2022, por meio do
Edital n. 43/2022 PROGRAD, voltado para todos os cursos de Licenciatura da
UTFPR e tem por objetivos “[...] desenvolver acbes sobre a pratica pedagdgica
dos licenciandos, no ambito das escolas da educacdo basica”; “[...] propiciar a
producdo de conhecimento sobre a pratica pedagdgica dos licenciandos, no
ambitoda UTFPR” e “[...] fomentar a Politica Institucional da Universidade Tec-
nolégica Federal do Parana para a Formacao Inicial e Continuada de Professores

para a Educacdo Basica (Resolucao COGEP/UTFPR n. 122, de 29 de novembro



de 2021), através da melhoria da qualidade da formacao dos licenciandos e
da articulagao com a educacio basica” (UTFPR, 2022, p. 1).

Por meio desse edital, sd3o disponibilizados recursos para os estudantes
(quatro bolsas) e vagas para estudantes nao bolsistas, auxiliando no envolvi-
mento destes em a¢bes de extensdo propostas pelo curso e na sua permanéncia
na licenciatura. O projeto Licenciando proposto pelo curso de Licenciaturaem
Matematica do Campus Toledo tem como objetivo catalogar e organizar os
planos das oficinas ja existentes no curso de Licenciatura; selecionar algumas
destas, renovar e ou adaptar para a Educacio Especial e produzir materiais
didaticos, mais especificamente com o uso da impressora 3D. Além das bolsas
para os estudantes, um auxilio pesquisador foi disponibilizado para aquisicao
de materiais, que em nosso caso, foi destinado para a compra de filamentos
para a impressora 3D.

Desse modo, com os objetivos propostos no nosso projeto, buscamos
minimizar a desarticulacao entre as disciplinas do curso e a inclusdo. As
oficinas de Matematica desenvolvidas pelo nosso curso sempre foram resultado
das disciplinas de Estagio Supervisionado, que envolvem e envolveram
atividades vivenciadas também durante as disciplinas de Tecnologias no
Ensino de Matematica, de Laboratério de Ensino de Matematica e da Educacio
Matematica Inclusiva.

Neste sentido, o projeto licenciando inserido no curso de Licenciatura em
Matematica, surge também para promover essa articulacdo transversal, que
vai de encontro as consideracgdes dos autores:

[...Jamaioria dasdisciplinas que trazem aspectos que possibilitam a
discussdo dainclusio, ainda que isolada e ndo transversal, esta sob
a responsabilidade de outros colegiados/departamentos que nao
os de Matematica, o que potencializa um tratamento da tematica
inclusdo desarticulada dos conhecimentos matematicos. Algumas
disciplinas que teriam potencial para discutir a inclusdo ndo o
oportunizam em suas ementas e/ou bibliografias, como é o caso do
Laboratério de Ensino de Matematica, Tecnologias da Informacdo e
Comunicagdo no Ensino de Matematica, Politicas Piblicas, dentre
outras. Nessas disciplinas, identificamos a auséncia de discussoes
possiveis e pertinentes, como: as tecnologias assistivas, a producao
de recursos pedagdgicos pensando em estudantes com deficiéncia,
as politicas publicas voltadas para as pessoas com deficiéncia no
ambito escolar etc. (BORGES; CYRINO; NOGUEIRA, 2021, p. 2607).



Ou seja, promover discussoes pertinentes voltadas para a Educacio
Especial na perspectiva inclusiva sdo acbes possiveis e realizadas dentro
do curso e para além, por meio de projetos de extensao, em especifico, por
meio do projeto Licenciando. Desse modo, concordamos com os autores
ao considerarmos que, “[...] os cursos de formacdo inicial em Matematica
precisam considerar a inclusdo dos sujeitos com deficiéncia, para além
dos aspectos tedricos, bem como tratar a tematica inclusdo de maneira
transversal, promovendo uma cultura inclusiva (BORGES; CYRINO; NO-
GUEIRA, 2020, p. 134).

Com o intuito de promovermos uma cultura inclusiva entre nossos estu-
dantes durante a sua formacao inicial, apresentaremos algumas atividades
desenvolvidas ao longo do projeto.

4 ATIVIDADES DESENVOLVIDAS NO PROJETO

Em Casarotto et al. (2023), os autores entendem como material didatico
algo que pode ser manipulado e como alternativa para auxiliar na compreen-
sao dos conteldidos matematicos, por meio do tocar, sentir, movimentar. A
partir dessas consideragOes, apresentam uma das atividades desenvolvidas
durante os primeiros quatro meses de projeto. Para se chegar até a “versao
final” do material impresso na 3D, alguns percursos foram seguidos.

De inicio, foi realizada a cataloga¢ao de 82 planos de aulas (do ano de
2013 —segundo semestre, ao ano de 2022, primeiro semestre), esses foram
elaborados e desenvolvidos ao longo do curso de Licenciatura pelos académicos
matriculados nas disciplinas de Estagio Supervisionado na Educagio Bésica 2,
3 e 4. Para a elaboracdo desses planos, os graduandos utilizaram e utilizam
as contribuicoes e ou experiéncias vivenciadas nas disciplinas ja cursadas du-
rante o curso, dentre elas, destacamos Tecnologias no Ensino de Matematica,
Laboratério de Ensino de Matematica e Educagdo para a Inclusio.

Os planos de aulas foram organizados em uma pasta e compartilhados
com os bolsistas do licenciando, de modo que, ao padronizarmos os codigos,
eles pudessem realizar a catalogacdo. Do total dos planos de aulas —in-
cluindo-se os planos de aulas das oficinas, 35 foram codificados como Ensino
Fundamental e 47 Ensino Médio.

Em simultidneo a esse trabalho de catalogacdo, realizamos reunides
para a discussdo de artigos pertinentes a execucao do projeto. Ao término
da catalogacao, os licenciandos escolheram dois planos de aulas, de suas
preferéncias, para realizarem as adaptacdes em um dos planos. Em reunioes,



apresentaram-nos os planos e explicaram o porqué das escolhas. Das conversas,
definimos qual proposta seria interessante para o momento e tempo de projeto
para realizarmos as adaptagoes.

E preciso ressaltar que, apesar de utilizarmos o termo adaptacio de
materiais, nosso olhar para os Planos de Aula, buscam uma reestruturacao
de modo que todos os estudantes, independentemente de sua necessidade,
possam participar ativamente. Ou seja, corroboramos com a perspectiva
de Fernandes (2017, p. 86) ao apontar que, quando pensamos em adaptar,
podemos incorrer em uma integracio dos alunos apoiados pela Educacgio
Especial, em que eles “[...] deveriam usar os recursos disponibilizados para
atenderem suas limita¢des (o que inclui as ferramentas adaptadas e as
tecnologias assistivas) e como “super-herdis” realizarem as tarefas para
acompanhar os seus pares”.

Em oposicdo a esse entendimento, a autora propde a utilizacdo do termo
construgao, ou seja, pensarmos na:

[...] elaboragdo de um contexto, no qual os aprendizes “diferentes” possam
vivenciar novas trajetérias rumo ao conhecimento, que favorecam o compar-
tilhamento e a negociacdo de significados dos objetos matematicos, no nosso
caso. Esses contextos devem ainda permitir que os aprendizes desenvolvam
a autonomia e o dominio do seu trabalho com a matematica escolar. Desse
modo, a matematica pode ser explorada como um espaco compartilhado,
modificando a forma como essa disciplina é percebida, ensinada e aprendida
(FERNANDES, 2017, p. 86).

Seguindo esta concepcao, buscamos pela construcio de materiais que
sejam utilizados em um mesmo contexto para todos os estudantes, mas que
tenham as informag0es acessiveis as suas necessidades e que possam ser
utilizados por todos em sala de aula.

Como se trata de um projeto, tivemos entradas e saidas de bolsistas
durante os quatro meses, e dos quatro planos escolhidos (uma escolha de cada
bolsista), apenas dois foram finalizados, no sentido de termos os materiais
impressos na impressora 3D.

Em Casarotto et al.(2023), os autores realizaram a adaptagao de uma
atividade que envolvia o ensino de escala, angulos e operacdes fundamentais.
O problema era realizar a troca das paredes de um museu para que o custo
da instalagao de cimeras fosse o menor possivel e atendesse a maior area
possivel, conforme pode ser visto na figura 3.



Figura 3: Atividade Um dia no Museu

Fonte: Adaptado de Dante (2013)

Essa atividade, inicialmente pensada (pelos autores originais da
oficina) para ser realizada em papel, foi adaptada para ser utilizada com o
Multiplano. Nesse contexto, foi realizada a producao de pecas (figura 4) que
pudessem permitir ao estudante com deficiéncia visual uma experiéncia
tatil apurada.



Figura 4: Pecas do Multiplano Construidas

Fonte: Casarotto et. al, 2023.

As barras foram produzidas nas cores amarela e verde. As primeiras
sendo as paredes fixas e as Ultimas, as removiveis. Fizemos em cores dife-
rentes para que os professores possam se organizar de forma adequada e os
estudantes videntes possam perceber as diferencas. Quanto a diferenciacao
das pecas fixas e moveis para alunos cegos, apos a producao do material,
identificamos a necessidade de mais uma adequacao no material, a dis-
criminacio entre as pecas fixas e as pecas méveis. Para isso, pensamos em
tornar as pecas fixas asperas e, as pecas moveis, lisas, possibilitando assim
a facil identificacao.

Destacamos outro material didatico que foi desenvolvido por um dos
alunos, proposto a partir da oficina intitulada “O problema dos Quatro
Quatros” presente no livro de Malba Tahan, “O Homem que Calculava”. O
problema consiste em escrever com quatro quatros e as operacoes basicas
(soma, subtracdo, multiplicacao e divisao) uma expressdo matematica que
representa cada nimero de 0 a 10. Assim, para a atividade os estudantes
teriam que escrever solugdes para nimeros de 0 a10 em uma tabela seguindo
uma regra: utilizar necessariamente os quatro quatros nas operacoes basicas
e nenhum outro algarismo.

A adaptacio da oficina partiu da construcdo de um material, denomi-
nado pelos autores como Spinner adaptado. O projeto foi desenvolvido no
programa SolidWorks, contém 11 pecas que giram em torno de uma base
cilindrica, com cores diferentes, sendo em amarelo as pecas com os niimeros
de 1210, em roxo a peca com as quatro operagdes basicas, os parénteses e

“_»

o nimero “4” e por fim a azul, sendo o sinal de igualdade “=". Conforme o

projeto apresentado na figura s:



Figura 5: Projeto do Spinner adaptado no SolidWorks

Fonte: Da pesquisa (2023).

As adaptacOes realizadas para esse material buscam estimular os es-
tudantes a construir, por meio da sua utilizacdo, diferentes estratégias para
a resolucdo do “problema dos quatro quatros”, estimulando cada vez mais o
entendimento por parte dos estudantes, de que a matematica pode ser apren-
dida por todos. Apresentamos na figura 6 uma prévia das pecas ja impressas
com a impressora 3D Creality Ender 3.

Figura 6: Projeto do Spinner adaptado no SolidWorks

Fonte:Da pesquisa (2023).



E importante ressaltar que o material ainda passara por teste, momento
em que sera utilizado por estudantes do Ensino Fundamental que poderao
indicar e contribuir para possiveis adequagoes e melhorias.

CONSIDERACOES FINAIS

Vislumbramos a importancia dos cursos de formacao inicial e conti-
nuada de professores abordarem a tematica da inclusdo de forma ampla,
promovendo a reflexdo sobre as praticas pedagogicas inclusivas, a sensibi-
lizacdo para a diversidade e a valorizacao da igualdade de oportunidades
educacionais. Os futuros e atuais professores precisam receber suporte e
orientacdo adequados para desenvolver as competéncias necessarias para
atender a todos os alunos, independentemente de suas habilidades ou
deficiéncias.

No entanto, a formacdo em educacao inclusiva ainda tem sido pouco
abordada nos cursos de formacio inicial ou continuada de professores. E
necessario avangar nesse sentido, promovendo a inclusdo educacional como
um tema transversal em todas as disciplinas, e ndo trata-la em paralelo ou
menos importante em outros departamentos ou colegiados.

Umainiciativa positiva nesse sentido foi a proposicao e o desenvolvimento
do projeto neste texto abordado, visando ao desenvolvimento de conhecimen-
tos e praticas pedagogicas voltadas para a formacao inicial e continuada de
professores que ensinam matematica em perspectiva inclusiva.

Dentro desse projeto, os bolsistas realizaram um levantamento de
planos de aulas desenvolvidos anteriormente e os adaptaram para atender
as necessidades dos estudantes com deficiéncia na perspectiva da educacao
inclusiva. Um dos resultados foi a producao de materiais didaticos adaptados,
utilizando impressoras 3D como recurso.

Durante a execugao do projeto, também enfatizamos o uso das tecnolo-
gias assistivas e o conhecimento acerca de suas potencialidades para o ensino
e aprendizagem, destacando a importancia da articulaciao entre as disciplinas
do curso, principalmente Laboratério do Ensino de Matematica, Tecnologias
do Ensino de Matematica e Educagdo Matematica Inclusiva.

O processo de estudo incluiu a participacdo em cursos e a familiarizacao
com softwares de modelagem 3D, além do aprendizado sobre o uso da im-
pressora 3D para a producao dos materiais didaticos. Essas experiéncias tém
contribuido tanto para a formacao inicial dos bolsistas do Licenciando como
para a formacao continuada dos docentes responsaveis pelo projeto.



Durante a execucdo do projeto, surgiram diversos desafios, desde a esco-
Iha do plano da oficina a seradaptada até a construcao do material, impressao e
aplicabilidade. Eimportante ressaltar que o projeto teve continuidade por meio
do Edital 61/2022 PROGRAD, com a ampliacao do tempo de execugao para oito
meses (de abril de 2023 a novembro de 2023), mantendo a proposta original.

Todos esses processos sao fundamentais para a formacado do futuro
professor, que precisa estar aberto para lidar com novas situacoes, refletir e
tomar decisdes com autonomia, iniciativa e criatividade, experimentando e
utilizando estratégias para o ensino e aprendizagem da matematica, em uma
perspectiva de educacao inclusiva.

Em suma, é necessario promover a inclusao educacional como um tema
transversal em todos os cursos de formacao de professores, garantindo que os
futuros educadores construam os conhecimentos e as habilidades necessarias para
atender as necessidades de todos os alunos. Aimplementacdo de projetos e o uso
de recursos tecnoldgicos, como a impressora 3D, podem contribuir para a criacao
de materiais adaptados e o desenvolvimento de praticas inclusivas. No entanto, &
importante considerar a sustentabilidade e a viabilidade desses recursos.

AGRADECIMENTOS

Agradecemos a UTFPR, por meio do EDITAL 43/2022 - PROGRAD, pelo
auxilio financeiro para a implementacao do Projeto Licenciando intitulado
Oficinas de Matematica voltadas para a Educacio Especial na Perspectiva da
Educacao Inclusiva.

REFERENCIAS

BLATTES, R. L. (org.). Direito a educacio: subsidios para a gestdo dos sistemas
educacionais: orientacoes gerais e marcos legais. 2. ed. Brasilia: MEC, 2006.

BORCGES, F. A.; CYRINO, M. C. de C. T,; NOGUEIRA, C. M. I. A formacao do futuro
professor de Matematica para a atuacao com estudantes com deficiéncia: uma
analise a partir de projetos pedagdgicos de cursos. Boletim Gepem, [S..], n. 76, p.
134-155,jan.-jun. 2020. Disponivel em: http://costalima.ufrrj.br/index.php/gepem/
article/view/s15. Acesso em: 29 maio 2023.

BORGES, F. A,; CYRINO, M.C.de C. T,; NOGUEIRA, C. M. |. Aspectos para a reflexdo
em formacoes iniciais de professores de Matematica pensando na inclusao. In:
SEMINARIO INTERNACIONAL DE PESQUISA EM EDUCA(;AO MATEMATICA, 8.,


http://costalima.ufrrj.br/index.php/gepem/article/view/515
http://costalima.ufrrj.br/index.php/gepem/article/view/515

2021. Anais [...]. Uberlandia: UFU, 2021. p. 2.602-2.616. Disponivel em: https://
encurtador.com.br/vzFUs. Acesso em: 29 maio 2023.

BRASIL. Presidéncia da Republica. Casa Civil. Subchefia para Assuntos Juridicos.
Ministério da Educagao. Lei n. 9394/96. Estabelece as Diretrizes e Bases da Edu-
cacdo Nacional. Brasilia, 23 dez. 1996. Disponivel em: http://www.planalto.gov.br/
ccivil_o3/leis/l9394.htm. Acesso em: 15jun. 2023.

BRASIL. Presidéncia da Republica. Casa Civil. Subchefia para Assuntos Juridicos.
Ministério da Educagao. Diretrizes nacionais para a educacio especial na educa-
¢do basica. Brasilia: SEESP, 2001a. Disponivel em: http://portal.mec.gov.br/seesp/
arquivos/pdf/diretrizes.pdf. Acesso em: 15jun. 2023.

BRASIL. Presidéncia da Republica. Casa Civil. Subchefia para Assuntos Juridicos.
Decreton.3.956, de 8 de outubro de 2001. Promulga a Convencao Interamericana
para a Eliminacio de Todas as Formas de Discriminagao contra as Pessoas Porta-
doras de Deficiéncia. 2001b. Disponivel em: https://www.planalto.gov.br/ccivil_o3/
decreto/2001/d3956.htm. Acesso em: 15 jun. 2023.

BRASIL. Presidéncia da Repblica. Casa Civil. Subchefia para Assuntos Juridicos.
Ministério da Educacio. Secretaria de Educacdo Especial. Politica nacional de
educacio especial na perspectiva da educacio inclusiva. Brasilia: MEC, 2008.
Disponivel em: http://portal. mec.gov.br/arquivos/pdf/politicaeducespecial.pdf.
Acesso em: 15 jun. 2023.

BRASIL. Presidéncia da Replblica. Secretaria Especial dos Direitos Humanos.
Ministério da Educagdo. Subsecretaria Nacional de Promocao dos Direitos da
Pessoa com Deficiéncia. Comité de Ajudas Técnicas. Tecnologia Assistiva. Brasilia:
CORDE, 2009. 138 p. Disponivel em: http://www.galvaofilho.net/livro-tecnologia-
assistiva_CAT.pdf. Acesso em: 29 maio 2023.

BRASIL. Ministério da Educa¢do. Conselho Nacional de Educagdo. Resolugdo n. 1,
de 2 de julho de 2019. Altera o artigo 22 da Resolu¢ao CNE/CP n. 2, de 1. de julho
de 2015. Diario Oficial da Unido: secdo 1, Brasilia, 2 jul. 2019. p. 35. Disponivel em:
https://normativasconselhos.mec.gov.br/normativa/pdf/CNE_RES_CNECPN12019.
pdf. Acesso em: 15jun. 2023.

CASAROTTO, V. F; ANDRADE, V. L; PIN, A. K.; MERLI, R. F. Criacao deMateriais
Didaticos Utilizando a Impressora 3D para a Educagao Matematica Inclusiva.
In: SEMANA DA MATEMATICA DA UTFPR TOLEDO, 10., 2023. Toledo. Anais [...].


https://encurtador.com.br/vzFU5
https://encurtador.com.br/vzFU5
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9394.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9394.htm
http://portal.mec.gov.br/seesp/arquivos/pdf/diretrizes.pdf
http://portal.mec.gov.br/seesp/arquivos/pdf/diretrizes.pdf
https://www.planalto.gov.br/ccivil_03/decreto/2001/d3956.htm
https://www.planalto.gov.br/ccivil_03/decreto/2001/d3956.htm
http://portal.mec.gov.br/arquivos/pdf/politicaeducespecial.pdf
http://www.galvaofilho.net/livro-tecnologia-assistiva_CAT.pdf
http://www.galvaofilho.net/livro-tecnologia-assistiva_CAT.pdf
https://normativasconselhos.mec.gov.br/normativa/pdf/CNE_RES_CNECPN12019.pdf
https://normativasconselhos.mec.gov.br/normativa/pdf/CNE_RES_CNECPN12019.pdf

Toledo: UTFPR, 2023. Disponivel em: http://wwwz2 td.utfpredu.br/semat/X_semat/
Documentos/Anais_X_Semat_2023.pdf. Acesso em: 30 ago. 2023.

CINTRA, V. P Trabalho com projetos na formacao inicial de professores de matema-
tica na perspectiva daeducacio inclusiva. 2014.137f. Tese (Doutorado em Educagdo
Matematica) — Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas. Universidade Estadual
Paulista. Rio Claro, 2014. Disponivel em: http://hdl handle.net/11449/123985. Acesso
em: 31 maio 2023.

DANTE, L. R. Matematica Projeto Telaris. 1. ed. S3o Paulo: Atica 2013.

DECLARACAO DE SALAMANCA. Sobre Principios, Politicas e Priticas na Area das
Necessidades Educativas Especiais. Salamanca (Espanha): [s.n.],1994.

FERNANDES, S. H. A. A. Educacao Matematica inclusiva: adaptacao x construcao.
Revista Educacdo Inclusiva - REIN, Campina Grande, v. 01, n. 01, 2017. Disponivel
em: https://encurtador.com.br/mnACU. Acesso em: 31 maio 2023.

MANTOAN, M. T. E. Inclusdo Escolar: O que é? Por qué? Como fazer? Sao Paulo:
Moderna, 2003.

NOGUEIRA, C. M. I. Educacao Matematica e Educacio Especial na perspectiva
inclusiva: Educagdo Matematica Inclusiva? In: ENCONTRO NACIONAL DE EDU-
CACAO MATEMATICA (ENEM), 13., 2019. Cuiaba. Anais [...]. Cuiabd: UNEMAT,
2019. Disponivel em: https://www.sbemmatogrosso.com.br/eventos/index.php/
enem/2019/paper/download/36 55/2013. Acesso em: 15 jun. 2023.

PAPERT, S. A. Mindstorms: children, computers, and powerful ideas. 2. ed. [S..]:
Basic Books, 1993.

PAPERT, S. A. The Children’'s Machine: rethinking school in the age of the computer.
[S.1.]: Basic Books, 1994.

RODRIGUES, L. Tecnologia Assistiva: o que é e como usar na escola sem saber
informatica. Instituto Itard. [S.|.:s.n.],2019. Curso de Educagdo Especial. Disponivel
em: https://institutoitard.com.br/tecnologia-assistiva-o-que-e-e-como-usar-na-es-
cola-sem- saber-informatica/. Acesso em: 29 maio 2023.

SANTOS,]. T. G.; ANDRADE, A. F. Impressao 3D como Recurso para o Desenvolvi-
mento de Material Didatico: associando a cultura maker a resolucdo de proble-
mas. Revista Novas Tecnologias na Educac3o, Porto Alegre, v. 18, n. 1, 2020. DOI:
10.22456/1679-1916.106014. Disponivel em: https://www.seer.ufrgs.brfindex.php/
renote/article/view/106014. Acesso em: 29 maio 2023.


http://hdl.handle.net/11449/123985
https://encurtador.com.br/mnACU
https://www.sbemmatogrosso.com.br/eventos/index.php/enem/2019/paper/download/3655/2013
https://www.sbemmatogrosso.com.br/eventos/index.php/enem/2019/paper/download/3655/2013
https://www.sbemmatogrosso.com.br/eventos/index.php/enem/2019/paper/download/3655/2013
https://institutoitard.com.br/tecnologia-assistiva-o-que-e-e-como-usar-na-escola-sem-saber-informatica/
https://institutoitard.com.br/tecnologia-assistiva-o-que-e-e-como-usar-na-escola-sem-saber-informatica/
https://institutoitard.com.br/tecnologia-assistiva-o-que-e-e-como-usar-na-escola-sem-saber-informatica/
https://www.seer.ufrgs.br/index.php/renote/article/view/106014
https://www.seer.ufrgs.br/index.php/renote/article/view/106014

UNITED NATIONS INTERNATIONAL CHILDREN'S EMERGENCY FUND (UNICEF).
Declaragiao Mundial sobre Educagdo para Todos e plano de agio para satisfazer
as necessidades basicas de aprendizagem. Jomtien (Tailandia): UNESCO, 2000.
Disponivel em: https://www.uniceforg/brazil/declaracao-mundial-sobre- educa-
cao-para-todos-conferencia-de-jomtien-1990. Acesso em: 30 maio 2023.

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA (UTFPR). Edital de Se-
lecao de Propostas de Projeto de Incentivo a Pratica Pedagdgica aos Cursos de
Licenciatura da UTFPR - Licenciando. Edital 43/2022 PROGRAD. Curitiba: 2022.
Disponivel em: https://sei.utfpredu.br/sei/publicacoes/controlador_publicacoes.
phpracao=publicacao_visualizar&id_documento=3086438&id_orgao_publica-
ca0=0. Acesso em: 30 maio 2023.


https://www.unicef.org/brazil/declaracao-mundial-sobre-educacao-para-todos-conferencia-de-jomtien-1990
https://www.unicef.org/brazil/declaracao-mundial-sobre-educacao-para-todos-conferencia-de-jomtien-1990
https://www.unicef.org/brazil/declaracao-mundial-sobre-educacao-para-todos-conferencia-de-jomtien-1990
https://sei.utfpr.edu.br/sei/publicacoes/controlador_publicacoes.php?acao=publicacao_visualizar&id_documento=3086438&id_orgao_publicacao=0
https://sei.utfpr.edu.br/sei/publicacoes/controlador_publicacoes.php?acao=publicacao_visualizar&id_documento=3086438&id_orgao_publicacao=0
https://sei.utfpr.edu.br/sei/publicacoes/controlador_publicacoes.php?acao=publicacao_visualizar&id_documento=3086438&id_orgao_publicacao=0
https://sei.utfpr.edu.br/sei/publicacoes/controlador_publicacoes.php?acao=publicacao_visualizar&id_documento=3086438&id_orgao_publicacao=0




q | p@/@@@b\*‘

EXPLORANDO A HISTORIA DA
MATEMATICA E A ARTE COMO
RECURSOS DIDATICOS PARA O
ENSINO DE MATEMATICA

Daiane Aparecida Pégo: daiapegobutcke@gmail.com

Bruno Gabriel Mird: bruno_karateso@hotmail.com

Rodolfo Eduardo Vertuan: rodolfovertuan@utfpredu.br

Neste capitulo, abordaremos duas propostas de atividades desenvolvidas
no ambito do curso de Licenciatura em Matematica da UTFPR de Toledo,
envolvendo a utilizagdo da Histéria da Matematica e da Arte como recursos
didaticos. Essas propostas surgiram a partir dos resultados de dois trabalhos de
conclusao de curso (Monografia) orientados pelo terceiro autor deste capitulo
e desenvolvidos pelos dois primeiros autores, com o objetivo de estimular a
compreensao e a reflexdo dos estudantes em relacdo a diferentes aspectos
matematicos.

O trabalho de conclusdo de curso de Bruno Gabriel Miré, de titulo
Sistemas Numéricos: uma proposta utilizando UEPS e Histéria da Matemadtica,
apresenta propostas de abordagem de conteidos matematicos tendo como
provocacao topicos de Histéria da Matematica. Neste texto, utilizamos a
situagao “Explorando Sistemas Numéricos de Bases Diversas”, que associa
a Histdéria da Matematica a constituicao e compreensio do nosso Sistema
de Numeragao Decimal (SND).
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Também com a intencdo de abarcar o interesse dos estudantes e de
possibilitar discussdes acerca de temas como proporc¢ao, teorema das 4 cores e
geometria plana, é que o trabalho de conclusao de curso intitulado “O Abrago”
de Romero Britto: um olhar artistico para a Matematica um olhar matematico para a
Arte foi desenvolvido por Daiane Aparecida Pégo. Neste estudo, a autora apre-
senta propostas de atividades utilizando a obra O Abraco do referido artista,
destacando a importancia de associar atividades de Arte e Matematica para
realizar problemas em que conhecimento de uma area e outra sao combinados
e podem contribuir para o interesse e engajamento dos estudantes. Neste

capitulo trazemos o “desafio de colorir um desenho”.

1 EXPLORANDO SISTEMAS NUMERICOS
DE BASES DIVERSAS

Uma possibilidade interessante de utilizacao da Histéria da Matematica
em sala de aula é o trabalho com a formacao de sistemas numéricos de dife-
rentes bases. Essa abordagem contribui para a compreensao dos estudantes
sobre como os sistemas numéricos das antigas civilizagoes foram constituidos
ao longo do tempo. A proposta visa promover reflexdes acerca da construgio
de diferentes sistemas numéricos, utilizando um material potencialmente
significativo para os alunos.

No inicio da proposta, convidamos os alunos a questionarem o sistema
de numeragdo decimal, que utiliza dez simbolos para representar qualquer
quantidade. A partir dessa provocacio inicial, exploramos os sistemas numé-
ricos de diferentes civilizagoes e como eles foram desenvolvidos ao longo da
historia. Convidamos os estudantes a criar seus proprios "sistemas numéricos”
com bases distintas, utilizando simbolos conhecidos por eles. Essa atividade
pode ser adaptada para diferentes contextos e turmas, conforme os objetivos
do professor.

2 A MATEMATICA E O DESAFIO DE
COLORIR UM DESENHO

Nossa segunda proposta envolve a obra de Romero Britto, artista conhe-
cido por suas obras vibrantes e cheias de formas, linhas e cores. A intencao
é desafiar os estudantes a colorirem uma obra de Britto, utilizando uma
quantidade limitada de cores, sem que espacos vizinhos tenham a mesma
cor. Para embasar essa atividade, recorremos ao teorema das Quatro Cores,



um resultado matematico que afirma ser possivel colorir qualquer mapa
utilizando no maximo quatro cores, desde que regides vizinhas tenham
cores diferentes.

Ao aplicar o teorema das Quatro Cores a pintura de uma obra de Romero
Britto, como "O Abraco", questionamos os alunos sobre como eles poderiam
utilizar apenas quatro cores para colorir o desenho sem repetir cores em
espacos vizinhos. Essa atividade desafiadora proporciona uma interseccao
entre a matematica e a arte, incentivando os estudantes a aplicarem conceitos
matematicos em um contexto pratico e criativo.

Por meio dessas duas propostas, buscamos explorar o potencial da
Histéria da Matematica e da arte como recursos didaticos, incentivando o
desenvolvimento de habilidades matematicas, reflexdes criticas e criatividade
nos estudantes.

3 PROPOSTAS

31 SISTEMAS NUMERICOS DE BASES DIVERSAS

Considerando que os alunos do 1° ano do Ensino Médio ja conhecem
os conjuntos numéricos e retomam esse conteido neste nivel de ensino, a
proposta da sequéncia é utilizar um material potencialmente significativo,
como instrumento para que os alunos compreendam a construgdo de repre-
sentacOes para sistemas de diferentes bases e diferenciem, progressivamente,
essas representacoes, da utilizada no Sistema de Numeracao Decimal (SND).

3.1.1 Provocacao Inicial

“Vocés ja pararam para pensar que o nosso sistema de numeracdo
decimal possui dez simbolos, denominados algarismos, com os quais con-
seguimos escrever qualquer niimero e representar qualquer quantidade?)a
pararam para pensar se poderia ser diferente? Com outros simbolos? Com
outras ‘regras’?”

Os sistemas numéricos de diferentes civilizacoes foram criados para
representar quantidades e suprir as diferentes necessidades de suas so-
ciedades, e desenvolveram-se por centenas de anos. Possibilidades de uso
da Matematica pelas diferentes civilizagbes: calculo territorial, comercial,
construcdo civil, jogos de azar etc. Existem varios sistemas numéricos e todos
foram se transformando com o passar dos anos, porém, o mais famoso é o
sistema Indo-arabico, sistema utilizado hoje em dia. Pensando sobre quanti-
dades, nimeros e sistemas, é possivel questionar os estudantes sobre como



foi possivel as civilizacGes criarem os seus proprios sistemas e, a partir dai,
provocar os alunos: “Vamos juntos criar ‘sistemas numéricos’ com diferentes
bases, utilizando simbolos ja conhecidos por nés?”

3.1.2 Situa¢ao-problema introdutéria

Nesta etapa, sugere-se ao professor propor o inicio do preenchimento de
uma tabela que pode ter sido entregue previamente aos estudantes. Acredita-
mos que, no inicio, os alunos poderao ficar um pouco perdidos, pois o intuito da
atividade é pensar no agrupamento de simbolos para representar quantidades
em sistemas numéricos para os quais so existiriam dois simbolos (0 e 1), trés
simbolos (0,1 e 2), quatro simbolos (0, 1, 2 e 3) e assim sucessivamente.

A confusdo pode se dar no sentido de os alunos confundirem a represen-
tacao criada para uma determinada quantidade de bolinhas com o valora que
a representacao significaria no sistema de numeragdo decimal.

Figura1: Tabela Introdutéria

0,1 1 10 11 100 101
0,1,2 1 2 10 11
0,1,2,3

Fonte: O autor, s.d

A confusao a que nos referimos pode ser vista logo na primeira linha,
segunda coluna, para a quantidade @@, que esta representado pelo simbolo
“10”. Os estudantes podem questionar o porqué de o “10” representar a referida
quantidade, dada a confusido que podem fazer ao comparar a representacao
com o que ela representa no sistema de numeracio decimal: ggoee.

Neste contexto, é importante explicar que, ao supor que 0 e 1 sejam
os nicos simbolos que existem para representar as quantidades, toda e
qualquer quantidade s6 pode ser formada pela combinacao desses simbolos.
Mas percebam: cada linha trata de um “sistema” numérico de base diferente,
com mais opgoes de simbolos, o que leva aos resultados apresentados na

préxima figura.



Figura 2: Tabela Introdutéria preenchida

L 00 OO0 000D COOOND COOOND PRIINNS
0,1 1 10 11 100 101 110 111
0,1,2 1 2 10 11 12 20 21
0,1,2,3 1 2 3 10 11 12 13

Fonte: O autor, s.d.

Preenchidas estas primeiras linhas do quadro, cabe ao professor realizar
um dialogo sobre o que foi construido até entdo e sistematizar as principais
ideias. No que tange a linha com apenas trés simbolos, 0, 1 € 2, por exemplo,
quantidades maiores ficariam assim representadas:

Figura3 - Tabela do Sistema nalinha 2

L] L L] "o LL L L] SEBED  FRRREE smevsen »
0,12 1 2 0 11 12 20 21 2 100 101
anese SERERINE BAERIIINES SRIERIRIRS
6,12 102 1o m 12 120 m 172 i m 2
CCLTTITTTT YT TY sssssanman
hLE a0 11 12 i i1 ddd pLiei] pLLG N JLURES puixle)

Fonte: O autor, s.d

E assim sucessivamente, representando mais quantidades, levando os
alunos a compreenderem, desse modo, a seguinte situagao: por mais que
cada sistema numérico possuisse simbolos diferentes, todos desejavam
representar quantidades e registrar ideias, tornando isso algo em comum
entre eles.

3.1.3 Ampliando as discussoes

Considerando as discussoes iniciais, sugerimos que os professores
proponham a continuidade da atividade para a representacdao das mesmas
quantidades, com uma colecao maior de simbolos para isso, conforme as
linhas de 4 a 11 do quadro.
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Figura 4: Tabela mais complexa

S0 S000 SRV HBBNREB ananEn

1

10

3

100

11

10

101

12

11

110

20

12

Fonte: O autor, s.d.

111

21

13

1000
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Neste caso hd um nivel maior de dificuldade no preenchimento, ja que ha

momentos em que os alunos precisam trabalhar com sistemas para os quais
existem mais de dez simbolos para lidar. Logo, é possivel que surjam ddvidas
quanto a inser¢ao dos simbolos * e #: como proceder?

E importante que o professor explique que o desafio de lidar com mais

de dez simbolos tem como intencdo leva-los a refletir sobre um sistema com
simbolos para além dos dez a que estao habituados. Neste contexto, na conti-
nuidade das linhas vamos ter algo do tipo ..., 109, 10%, 10#, 110, ..., sendo estas

as representacdes de quantidades, conforme a figura seguinte:

01
0,12
0,1,2,3
0,1,23,4
012345
0,1,2,34585
0,1,2,3,4,56,7
0,1,2,345578
0,1,2,3,3,5,6,7,8,9
0,1,2,3,4,56,7,89,

01,2345,06,1,89, %

Figura 5: Tabela mais complexa preenchida

(L LR LA RLL L)

1

w

3

100

110

a0

m

21

1000

22

20

13

12

10

Fonte: O autor, s.d.
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Com base no preenchimento total da tabela, observe que ndo conse-
guimos avancar para ndmeros como 10 e 10#, devido as varias combinacdes
possiveis até chegarmos neles, mas é importante problematizar esse tipo de
situacao com os estudantes. Alids, uma pergunta que poderia ser investigada
é: que quantidade poderia representar a escrita 10*?

B Sugestoes adicionais: Sugerimos ao professor que leve papel cartolina ou papel
Craft paraaturma, de modo que, separados em grupos, os estudantes registrem

suas tabelas e criem seus préprios “sistemas numéricos”.

3.1.4 Atividade Complementar

A realizacao dessa atividade, pode criar um ambiente favoravel em sala
de aula para promover seminarios sobre os sistemas numéricos. Os alunos
podem ser divididos em grupos e cada grupo pode pesquisar sobre os pri-
meiros indicios, onde era utilizado, a simbologia, sua evolucao e aceitacao
pelas civilizacoes da época, por fim e igualmente importante, os calculos
mais utilizados. Possiveis temas para os seminarios podem ser os sistemas de
numeragao babilbnico, romano, egipcio, chinés e maia.

3.2 A MATEMATICA E O DESAFIO DE COLORIR UM DESENHO

As obras de Romero Britto s3o obras com muitas formas e um amontoado
de circulos, flores, linhas, segmentos de reta, dividindo espacos do desenho
com linhas pretas bem definidas, de modo que cada espago da imagem é co-
lorido com uma cor diferente. Assim, sao muitas cores utilizadas nessas obras!

Mas e se tivéssemos que, usando uma quantidade limitada de cores,
pintar o desenho sem que espagos com cores iguais se encontrassem, como
seria? Este é o desafio que propomos para uma aula de Matematica utilizando
a arte como motivagao inicial.

E 0 que a matematica tem a ver com o ato de colorir um desenho? Em
Matematica existe um teorema que afirma que "todo mapa pode ser colorido
com quatro ou menos cores, respeitando-se a condi¢do de que paises vizinhos,
comalguma linha de fronteiraem comum, tenham cores diferentes" (SAMPAIO,
2004, p. 01). Eimportante destacar que regides que se tocam num tinico ponto
nao sdo consideradas vizinhas. Mas, qual a origem deste teorema? Segundo
Sampaio (2004):

Conta-se a histéria de que, em 1852, logo apds ter concluido seus

estudos no University College, em Londres, o jovem matematico



Francis Guthrie, que mais tarde tornou-se professor de mate-
matica na Africa do Sul, estava um dia colorindo um mapa dos
condados da Inglaterra. Enquanto coloria o mapa, tomava o
cuidado de n3o colorir com a mesma cor paises vizinhos que
tivessem alguma linha de fronteira em comum. Notou entao
que apenas quatro cores bastariam para colorir esse mapa.
Experimentalmente, conseguiu colorir varios outros mapas,
fazendo uso de apenas quatro cores. Sendo matematico, tentou
demonstrar que quatro cores seriam suficientes para colorir
qualquer mapa, mas uma tal demonstracdo mostrou-se longe
de ser facil. Repassou entdo o problema a seu irmao, Frederick
Guthrie, entdo estudante de matematica da mesma faculdade.
Este, por sua vez, formulou o problema a seu professor, o grande
Augustus De Morgan, aquele das leis de De Morgan da teoria
dos conjuntos (SAMPAIO, 2004, p. 2).

Cuthrie iniciou suas hipdteses em 1852, porém suas hipéteses s6 foram
provadas em 1976, obtendo-se o chamado Teorema das Quatro Cores. De
acordo com Sousa (2001, p. 1):

O Problema das Quatro Cores trata da determina¢io do niimero
minimo de cores necessarias para colorir um mapa, de paises
reais ou imaginarios, de forma a que paises com fronteira
comum tenham cores diferentes. Em 1852, Francis Guthrie
conjecturou que 4 era esse nimero minimo. Mas, nio obstante
a aparente simplicidade, s6 ao cabo de mais de cem anos, em
1976, se conseguiu provar que realmente a conjectura estava
certa, obtendo-se o chamado Teorema das Quatro Cores. O
Problema das Quatro Cores tem a caracteristica indubitavel-
mente fascinante de ser um problema matematico de formu-
lagdo muito simples, a par duma enorme complexidade de
resolucdo, que fez com que permanecesse por resolver durante

mais de uma centena de anos.

O teorema afirma que somente quatro cores sao necessarias para colorir
um desenho sem repetir cores em espacos vizinhos. Como podemos aplicar
esse teorema ao colorir uma obra de Romero Britto? Vamos tentar fazer isso
utilizando a obra “O Abrago™?



4 PROVOCAGAO INICIAL

B Proposta 1: Utilizando apenas quatro cores, como sugere o teorema das Quatro
Cores, pinte 0 desenho sem que espacos com cores iguais se encontrem. E possivel

realizar essa atividade?

Figura 6: Obra “O Abrago”, de Romero Brito
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Fonte: O autor, s.d.

Para realizar esta tarefa escolheremos quatro cores: rosa, verde, azul e
amarelo. Neste momento é interessante deixar que o préprio aluno faca a sua
escolha e tenha a liberdade de fazer suas tentativas. Iniciamos pintando. E o
resulto pode ser algo parecido com este:

Figura 7: Possibilidade de preenchimento considerando a atividade proposta
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Fonte: O autor, s.d.



A partir das discussoes iniciais, outras questdes podem ser levantadas
pelos estudantes, ou mesmo pelo professor.

5 AMPLIANDO AS DISCUSSOES

B Proposta 2: Ja vimos que com quatro cores é possivel colorir “O Abrago” de
Romero Britto. Serd que é possivel colorir com apenas 3 cores, respeitando a
regra de que duas cores n3o se encontrem? E com 2 cores? Vamos verificar?

Porém, éimportante lembrar que o niimerode cores a ser utilizada vai depen-
derda obraescolhida, o teorema garante que quatro € um nimero suficiente para
colorirqualquer mapa plano segundo Resende (s.d.). A mesma autora afirma que:

[...] ao dizer-se que quatro cores sdo suficientes para qualquer mapa, isto
nao significa que sejam necessarias para cada mapa. Isto é, no maximo sao
precisas quatro cores. Por exemplo, se considerarmos um tabuleiro de xadrez
como sendo um mapa, e cada "casa” do tabuleiro representar um pais, entao
a coloragao habitual de um tabuleiro de xadrez mostra-nos que, nesse caso,

bastam apenas duas cores.

Assim, o professor pode propor aos alunos que investiguem o niimero de
cores necessarias para colorir o desenho dado.

Observando a figura abaixo, percebemos que a tentativa realizada com
apenas duas cores nao tem sucesso. Logo de inicio a regra é quebrada, ficando
espacos vizinhos com a mesma cor.

Figura 8: Possibilidade de preenchimento com apenas duas cores

3 N
@)

i B
O Owl;p

O
D

Q

Fonte: O autor, s.d.



Fazendo a tentativa desta vez com trés cores, percebemos que também
nao obtemos éxito, pois a regra ndo é mantida. Podemos observar na figura 9
que apesar de conseguir colorir boa parte do desenho, chegamos a um empasse:
que cor poderia ser pintada a mao do personagem? Perceba que qualquer cor
dentre as trés escolhidas quebrara a regra, pois ja ha um espaco vizinho com
a mesma cor, assim como também nio é possivel colorir mantendo a regra o
espaco com flores acima da cabega da personagem.

Figura 9: Possibilidade de preenchimento com apenas trés cores

N P e

-

Fonte: O autor, s.d.

E importante que o professor incentive os alunos a resolverem sozinhos,
somente auxiliando-os quando necessario, para que consigam investigar e
perceber como realizar a tarefa.

6 ATIVIDADE COMPLEMENTAR

B Proposta 3: Um jogo: quatro alunos em duplas ou individuais, cada um com
uma cor. Um de cada vez pinta um espaco do desenho. Quem nao conseguir
seguir a regra do “Teorema das 4 Cores” perde o jogo.

Com essa atividade, é possivel, para além do uso de estratégias de
resolucao para vencer o jogo, que os estudantes desenvolvam habilidades de
raciocinio légico, percepgao, atengdo e concentragao.



CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, exploramos duas propostas de atividades que utilizam
a Histéria da Matematica e a Arte como recursos didaticos para o ensino de
Matematica. As atividades foram desenvolvidas com o objetivo de estimular
acompreensao e a reflexdo dos estudantes em relacio a diferentes aspectos
matematicos, promovendo o interesse e 0 engajamento dos alunos.

A primeira proposta buscou promover a compreensao dos estudantes
sobre como os sistemas numéricos das antigas civilizagoes foram constituidos
ao longo do tempo. Os alunos foram convidados a criar seus préprios "sistemas
numéricos" com bases distintas, utilizando simbolos conhecidos por eles. Essa
abordagem permitiu aos alunos refletirem sobre a construcao de diferentes
sistemas numeéricos e diferencia-los do sistema de numeracao decimal. A
segunda proposta, por sua vez, desafiou os estudantes a colorirem uma obra
de arte utilizando uma quantidade limitada de cores, sem que espacos vizinhos
tivessem a mesma cor. Essa atividade proporcionou uma interseccdo entre a
matematica e a arte, incentivando os alunos a aplicarem conceitos matematicos
em um contexto pratico e criativo.

Ambas as propostas apresentam potencial para estimular o interesse
dos estudantes, desenvolver habilidades matematicas e promover reflexdes
criticas. Ao utilizar a Histéria da Matematica e a Arte como recursos didaticos,
pode ser possivel estabelecer conexdes entre diferentes areas do conhecimento
e promover aprendizagens ndo apenas de Matematica, mas também de
Matematica, dos estudantes.

Por meio dessas atividades, ainda, os alunos podem perceber a presen-
ca da Matematica em diferentes contextos, compreender sua relevincia e
refletir sobre seu desenvolvimento enquanto drea do conhecimento. Além
disso, as propostas buscam incentivar a colaboracdo entre os alunos, permi-
tindo o trabalho em grupos e o compartilhamento de ideias e descobertas.

Em suma, essas atividades representam apenas uma amostra das
possibilidades que esses recursos podem oferecer, inclusive no que tange
ao desenvolvimento do pensamento critico e criativo. Esperamos que os
professores encontrem inspiragao nessas propostas para desenvolverem
novas abordagens inovadoras e envolventes em suas aulas de Matematica.
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INTRODUCAO

O uso de jogos na educagao tem ganhado destaque como uma aborda-
gem inovadora e eficaz para engajar os alunos e promover um aprendizado
significativo. Com o avanco da tecnologia e a popularizacdo dos videogames,
surge a oportunidade de explorar o potencial educacional dessas ferramentas
interativas. Neste contexto, o design de games (a criacdo de um jogo) e o
design instrucional (a criacdo de planejamentos e materiais educacionais)
desempenham papéis fundamentais na criacao de experiéncias de aprendizado
envolventes e eficientes.

No presente capitulo, iremos explorar o impacto dos games na educacao,
abordando diferentes perspectivas e exemplos praticos. Discutiremos a rele-
vancia e as motivagoes por tras do uso de games na educacio. Sera explorado
como os jogos podem proporcionar um ambiente de aprendizado imersivo,
incentivando a participacdo ativa dos alunos e despertando o interesse por
diferentes disciplinas.

Em seguida, abordaremos o design de games como chave na criagao
de experiéncias educacionais envolventes. Serdo discutidos os elementos
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fundamentais do design de jogos, como mecénicas, narrativa e estética, e como
eles podem ser aplicados de forma eficaz no contexto educacional.

Na sequéncia, iremos explorar o design instrucional como uma aborda-
gem essencial para a integragao dos games na educacao. Sera discutido como
o design instrucional pode ajudar na estruturacio do contetido educacional,
na definicao de objetivos claros de aprendizagem e na adequacao dos desafios
e recompensas dentro do jogo.

A partir dessas bases tedricas, serdo apresentados dois exemplos do
desenvolvimento de dois games. Descreveremos o caso do Interstellar Math,
um jogo desenvolvido para a Educacio Basica, que utiliza elementos espaciais
para ensinar conceitos matematicos de forma lidica e interativa. Em seguida,
Clash of Math, um jogo voltado para o Ensino Superior, que combina estratégia
e desafios matematicos avangados para promover o aprendizado conceitual
de Histéria da Matematica.

Por fim, apresentaremos as consideracoes finais, resumindo os principais
pontos discutidos ao longo do trabalho. Sera destacada a necessidade de in-
vestimentos e capacitacdo dos educadores nesse campo, bem como possiveis
direcGes futuras para a integracao dos games na educacio.

1 GAMES NA EDUCACAO

Com o passar dos anos, as tecnologias digitais estdo cada vez mais presen-
tes no cotidiano de criancas, jovens e adultos, causando um impacto direto na
educacao, uma vez que os alunos vivem um cotidiano imerso em tecnologia,
jogos, e diversos estimulos, e a sala de aula permanece (na maioria das vezes)
com as mesmas metodologias de quando os alunos nao tinham esse perfil.
Dessa maneira, levando em consideracao o cotidiano desses, a metodologia
utilizada nas escolas nao os atrai mais.

Nesse sentido, de acordo com Mozer (2015, p. 22), “[...] Exigem-se novas
posturas do professor com relacdo as tecnologias integradas por redes de
comunicacao e informacao, pois impactam diretamente no comportamento
do aluno e seu desempenho escolar, bem como na relagdo entre aluno e
professor”.

Varias s3o as utilidades dessas tecnologias na vida dos alunos, mas basta
alguns minutos de conversa com criancas ou adolescentes, que é possivel
perceber que o uso de jogos é uma das principais, pois além de promover a
interacdo entre os colegas, possui um sistema de recompensas que motiva o
jogador a jogar cada vez mais.



Nesta perspectiva, acreditamos que os games podem ser utilizados no
ambiente escolar, pois de acordo com Mattar (2012), a motivacao, engajamento
e imers3ao com que esta geracdo interage com as midias digitais fora da escola,
precisa ser a mesma com que o aluno interage com o contetdo programatico
das disciplinas escolares.

Com relacdo ao uso de games em educacao, por meio de seu sistema de
recompensas, existe uma relacao do esforco dojogador de ganharojogo coma
possibilidade de aprender com prazer (MOZER, 2015). Além disso, outra carac-
teristica dos games que pode ser muito proveitosa para a educacio é o espago
para a ocorrénciade erros, “[...] os jogos digitais reduzem as consequéncias das
falhas dos jogadores, pois, quando erram, eles sempre podem voltar a Gltima
parte que foi salva” (GEE, 2009 apud SANTOS; ALVES, 2018, p. 242).

2 DESIGN DE GAMES

Ao se referir ao Design de Games, inconscientemente relacionamos so-
mente a imagem exibida na tela do jogo de um computador ou ao belissimo
layout de um jogo. De fato, a modelagem, o cenario e a trilha sonora fazem
parte do processo de criacdo de um jogo eletrénico, mas o real desafio do
game designer é criar mecanicas, regras e objetivos de um jogo que gerem
engajamento por parte dos jogadores.

Mas o que seria Design de Games? Brathwaite e Schreiber (2009, apud
MASTROCOLA, 2012) dizem que game design é o processo de criar o contetido
e as regras de um jogo. Para eles, “[...] o bom game design é o processo de criar
objetivos que o(s) jogador(es) sinta(m)-se motivado(s) a alcangar e regras que
o(s) mesmo(s) siga(m) como se estivesse(m) tomando decisoes significativas
para atingir estes propésitos” (BRATHWAITE; SCHREIBER, 2009, apud MAS-
TROCOLA, 2012, p. 35).

Outro termo muito citado quando se fala em Design de Games é, a
mecanica de um game, muitos autores pontuam que a mecanica de um jogo
é a esséncia do processo de game design:

Mecénicas sdo as maneiras pelas quais os players se relacionam e interagem
com os jogos. Mecanicas s3o sistemas que nos mostram o nlcleo de um
game. No design de um jogo, podemos usar uma nica mecénica simples
ou uma série de mecanicas diferentes que, quando combinadas, resultam
em um complexo sistema de jogo (TREFAY, 2012, apud MASTROCOLA,

2012, p. 41).



McGonigal (2011, apud MASTROCOLA, 2012, p. 39) contribui com nossa
analise em relacdo ao game design. A autora diz que todos os games sdo
definidos basicamente por quatro aspectos essenciais:

1) O objetivo: a finalidade especifica pela qual os jogadores devem lutar;

2) As regras e mecdnicas: que estabelecem limitagGes para os jogadores
atingirem os objetivos;

3) O sistema de resposta: que conta aos jogadores o quao perto eles estdo
de atingir os objetivos;

4) A participacio voluntaria: que determina que todos os jogadores conhecem

e aceitam o objetivo, as regras e o sistema de feedback.

Existem alguns elementos essenciais no Design de Games que devem
ser pensados ao desenvolver um jogo: enredo— a histéria em que o jogo esta
inserido; motor ou gameplay — possibilidades oferecidas ao jogador dentro
do jogo e como ele as utiliza; personagens — o reflexo do jogador dentro do
jogo; metas e objetivos— o0 que motiva o jogador e direciona suas estratégias,
geralmente quando cumpridos geram beneficios; desafios — ira trazer um
nivel de dificuldade para ojogo e evitara de o deixar desmotivante; e feedbacks
— mostrara ao jogador se sua estratégia funcionou ou n3o.

Entretanto, quando nos referimos a games pedagégicos, Mattar (2012, p.
84) apresenta algumas atitudes essenciais:

Escolha com sabedoria: Se refere a escolha do tema, pois deve fazera conexdo
com o jogo.

Pense pequeno (as vezes): O game n3o precisa ser grande e complicado.
Games educacionais sdo diferentes de games de diversao: Nos dois deve
haver diversao, mas é necessario lembrar que o game educacional tem um
objetivo de aprendizagem.

Coloque o aprendizado e ajogabilidade em primeiro lugar: nenhum deve vir
antes do outro, eles devem acontecer simultaneamente.

Encontre o game no conteddo: nem todos os contetidos do curriculo irdo se
adequar bem a um jogo.

Jogar em todo lugar: ndo se limitar a sala de aula.

Defina os objetivos de aprendizagem: qual o objetivo do jogo? O que quere-
mos ensinar?

Busque parcerias, mas ndo se limite aos padrdes do instituto.

Pensar no desenvolvimento de outras habilidades desenvolvidas com o jogo
além do contelido a ser ensinado: ndo focar apenas nos aspectos pedagdgicos
(MATTAR, 2012, p. 84).



Mattar (2012) apresenta quatro tipos de liberdades fundamentais para
que as pessoas interajam com o jogo: liberdade para experimentar, liberdade
para fracassar, liberdade para experimentar novas identidades e liberdade de
esforco. Tais liberdades sdo essenciais no processo de aprendizagem, uma vez
que envolve a capacidade de se autoavaliar.

Mattar (2012) também apresenta uma série de principios de Design de
Games que devem ser pensados durante sua producao em relacdo a games
educacionais, que incluem: permitir a realizagao de mdltiplos estilos de jogo,
embutirojogo e o aprendizado em contextos significativos, ajudar osjogadores
a se sentirem energizados e no controle, e tornar o ato de jogar social.

3 DESIGN INSTRUCIONAL

O Design Instrucional, numa visao geral, consiste na:

[...] acdo intencional e sistematica de ensino, que envolve o planejamento, o
desenvolvimento e a utilizagdo de métodos, técnicas, atividades, materiais,
eventos e produtos educacionais em situacoes didaticas especificas, a fim de
facilitar a aprendizagem humana a partir dos principios de aprendizagem e
instrucdo conhecidos (FILATRO; PICONEZ, 2004, p. 30).

Essa acdo intencional e sistematica, centrada nas pessoas, busca articular
0s quatro novos tipos emergentes de aprendizagem: (cri)ativa, agil, imersiva
e analitica (FILATRO, 2019).

Esse design é geralmente relacionado com a producdo de materiais
didaticos, mais especificamente de materiais dito analdgicos (que ndo sio
digitais), mas com o desenvolvimento da tecnologia, principalmente a digital,
foi necessaria ainsercdo dela no processo de ensino-aprendizagem, com uma
acdo sistematica de planejamento e a aplicacdo de novas estratégias didaticas
bem como as metodologias para o ensino (FILATRO; PICONEZ, 2004).

A acio sistematica de planejamento, ou estratégias instrucionais, podem
ser representadas através do Modelo de Desenvolvimento de Design Instru-
cional (MDDI) que “[...] se refere ao processo que um professor, um designer
instrucional ou uma equipe de profissionais de educacio usa para preparar e
planejar o ensino” (FILATRO; PICONEZ, 2004, p. 31).

Existem varios modelos para diversos contextos educacionais, porém
existem elementos comuns em cada um deles que sao: analise, que consiste
em definir quais s3o as necessidades de aprendizagem, os objetivos, qual o
publico-alvo e quais s3o as limitacoes; design, sendo a escolha dos profissionais



necessarios para a equipe, da grade curricular que sera utilizada, das estra-
tégias pedagogicas e definicao do cronograma; desenvolvimento, se refere a
elaboracio e adaptacio do objeto fisico ou digital e o preparo da equipe queira
aplicar; implementagao, é a execucao do objeto elaborado; avaliacdo, analise
dos resultados obtidos para saber qual foi a eficacia do que foi implementado
(FILATRO; PICONEZ, 2004).

Ointuito do Design Instrucional é de facilitar o processo de ensino-apren-
dizagem (FILATRO; PICONEZ, 2004). No entanto, deve-se tomar cuidado para
que nao haja exageros pois isso ndo condiz com o intuito dos jogos digitais,
tanto que Mattar (2010) destaca que a ordem de elaboracio deve ser motivacao,
reflexdo, individualizac3o, criacdo e por tltimo o conteddo.

Paraumjogo digital ser considerado bom e dindmico é necessario que entdo
haja um equilibrio entre DI (Design Instrucional) e DG (Design de Games). Dos
Reis, Ribeiro e Costa (2020) afirmam que DI, DG e equilibrio s3o trés categorias
dentro da producao de um game que precisam ser levados em consideracao.

Esse esquema desenvolvido pelos autores (DI <& DG « Equilibrio) per-
mite visualizar trés outros aspectos no desenvolvimento do jogo: as técnicas
de manipulagio das ferramentas de desenvolvimento do jogo (Técnica); os
Principios de Aprendizagem em Jogos Digitais (PAJD) e a Aprendizagem em
Matematica (AM). O equilibrio acontece quando ha:

[...] uma via de troca e embora alguns pontos estejam mais presentes em
um ou outro elemento do Design de Games, ndo significa que os outros nao
estejam relacionados. Além disso, a medida que umjogo evolui é importante
sempre revisar e avaliar esses pontos de equilibrio (DOS REIS, RIBEIRO, COSTA,
2020, p. 289).

As Técnicas (T) de manipulagao das ferramentas incluem o uso de softwa-
res, programagao, sonorizagio, edicdo de imagens etc. No caso dos principios
de aprendizagem (PA)D), podemos nos basear nos aspectos trazidos por Rogers
(2013) e por Gee (2009), ao defender que:

[..] os bons videogames incorporam bons principios de aprendizagem,
apoiados pelas pesquisas atuais em Ciéncia Cognitiva, e os lista: identida-
de; interacdo; produgao; riscos; customizagao; agéncia; boa ordenagdo dos
problemas; desafio e consolidagao; “na hora certa” e “a pedido”; sentidos
contextualizados; frustragao prazerosa; pensamento sistematico; explora-
¢ao, pensamento lateral, revisdo dos objetivos; ferramentas inteligentes e
conhecimento distribuido; equipes transfuncionais e performance anterior
a competéncia (GEE, 2009, p. 167).



Ressalta-se que nem sempre sdo necessarios todos os aspectos na produgio
de um jogo, uma vez que depende do tipo e das caracteristicas do jogo.

& PROPOSTAS DE JOGOS PEDAGOGICOS NO
AMBITO DO ENSINO DE MATEMATICA

O Design de Games desempenha um papel fundamental na produgio de
Jogos Pedagdgicos Digitais no contexto do Ensino de Matematica. O design
cuidadoso desses jogos permite a criagao de ambientes interativos e engajado-
res, nos quais os estudantes podem explorar conceitos matematicos de forma
pratica e significativa. Ao incorporar elementos como desafios, recompensas
e feedback imediato, o Design de Games motiva os alunos a se envolverem
ativamente com os contelildos matematicos, tornando o aprendizado mais
atrativo e divertido.

Além disso, o design centrado no usudrio permite que os jogos sejam
adaptados as necessidades individuais dos alunos, proporcionando uma
experiéncia personalizada e permitindo o acompanhamento do progresso
de cada estudante.

Dessa forma, o Design de Games se mostra uma ferramenta poderosa
para promover a aprendizagem efetiva da Matematica, transformando-a em
uma disciplina mais acessivel, atraente e significativa para os alunos.

Nesse sentido, apresentamos dois exemplos de jogos pedagdgicos criados
a partir do Design de games.

Exemplo 1- Educac¢io Basica — Interstellar Math

Aideia principal desse jogo é desenvolvé-lo de forma digital e com enredo,
sendo uma trilha composta de 9 tabuleiros em que cada um deles aborda alguns
conteldos, envolvendo sorte e azar e, perguntas matematicas contextualizadas
de acordo com o tema principal, tornando assim o jogo mais significativo.

A decisao de quantos tabuleiros teriam dentro do jogo e quais contel-
dos seriam tratados em cada um deles foi tomada a partir da observacio do
sumario do livro didatico Matematica — 7.° ano, da Colecdo Telaris, de Luiz
Roberto Dante. Este livro foi aprovado no PNLD 2020 e é um material de
divulgacdo baseado na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Este livro
foi selecionado por meio do contato com um professor de Marechal Candido
Rondon, que nos indicou.

Percebemos que cada tabuleiro poderia ser um capitulo, com excecdo de
um deles por conta da quantidade de conteido que era menor. Os tabuleiros



ficaram divididos da seguinte forma, com os conteddos sendo especificados
através dos titulos dos tépicos do sumario:

1.° tabuleiro: Capitulo 1, conteldos: ideia de nimero positivo e negati-
vo, 0 conjunto dos nimeros inteiros, compara¢ao de nimeros inteiros,
operagdes com nimeros inteiros, expressoes numéricas com nimeros
inteiros, representacgao de pares ordenados de nimeros inteiros no plano
cartesiano, sequéncias.

2.° tabuleiro: Capitulo 2, contetidos: multiplos e divisores de niimeros
naturais, fragoes.

3.° tabuleiro: Capitulo 3, conteidos: os nimeros racionais, operagdes
com ndmeros racionais.

4.° tabuleiro: Capitulo 4, contelidos: expressdes algébricas, equagoes,
equacdes do primeiro grau com uma incognita.

5.°tabuleiro: Capitulo 5, contetdos: circunferéncia e circulo, angulo, poli-
gono, soma das medidas de abertura dos dngulos de um poligono.

6.° tabuleiro: Capitulo 6 e 7, contetdos: tipos de simetria, simetrias no
plano cartesiano, as ideias de proporcionalidade e de razao, proporgoes,
regra de 3 simples.

7.° tabuleiro: Capitulo 8, conteldos: nlimeros proporcionais, regra de
sociedade.

8.° tabuleiro: Capitulo 9, conteddos: pesquisa estatistica e termos rela-
cionados, média aritmética, grafico de setores, probabilidade.

9.° tabuleiro: Capitulo 10, contelidos: perimetro, area, volume.

Os capitulos que possuem poucos topicos nao significam que tém menos

conteldo, pois eles tém muitos subtdpicos. Nesses casos a quantidade de
paginas que cada capitulo tinha foi o nosso ponto de partida. Vale destacar
que, essa foi uma primeira divisao e, a medida que forem realizados testes
com os alunos, essa adequacao pode ser alterada. Uma vez estabelecidas

essas escolhas, a figura1 mostra uma possivel representaciao de um tabuleiro
dentro do jogo.



Figura1: Exemplo do tabuleiro dojogo

Interstellar
MATH

S/A

Fonte: Silva (2022, p. 33).

Nessa figura, percebemos que o nome dojogo é Interstellar Math, por conta
do enredo dojogo envolver o “Fim do Mundo”, em que alienigenas invadiriam
o planeta Terra. Nesse enredo, os alunos s3o os responsaveis por cumprirem
alguns desafios para conseguirem se salvar e, salvar todo o mundo.

Segundo Rogers (2013), a criacdo de um jogo necessita de alguns ele-
mentos, entre eles o titulo do jogo, plataforma (game systems) pretendidos, e
o resumo do enredo.

. Titulo dojogo: Interstellar Math.

. Plataforma (game systems) pretendidos: pretendemos utilizar a
plataforma Unity para o desenvolvimento do jogo.



Figura 2: Resumo do enredo

O munde fol atacado por alienigenas que
acabaram trazendo muita destruicio e
“bagungaram” todas as leiz da natureza que
conheciamos, mas eles resolveram dar uma

chance de sobrevivéncia ans humanos. Eles
irao escolher um grupo de pessoas que
deverd percorrer uma trilha e cumprir
alguns desafios, e vocés foram os
escolhidos por eles para essa missdo.
Cuidado! No meio do caminho os
alienigenas, ou criaturas mais estranhas,

podem tentar atrapalhar o progresso de
vocés aplicando alguma pegadinha. Boa
sorte] Contamos com vocks para
conseguirmaos sobreviver.

Fonte: Silva (2022, p. 34).

O objetivo é que este resumo apareca quando os alunos forem comecara
jogar,de modo que eles entendam em qual contexto foram inseridos. Podemos
definir também os outros elementos importantes citados por Rogers (2013).

. Faixa etria dos jogadores: 11 e 12 anos (7.° ano).

. Diferenciais de venda: é um jogo que dura um ano letivo inteiro e é ba-
seado no livro didatico, facilitando assim a utilizacao pelo professor. As
questdes s3o todas contextualizadas conforme o tema.

. Produtos concorrentes: nao conhecemos nenhum produto concorrente
que siga 0s mesmos principios.

. Modos distintos do gameplay: a partir daqui iremos explicitar como fun-
cionara o gameplay do jogo.

Em relacdo a mecinica dojogo decidimos que cada alunojogara sozinho
contra mais trés pessoas. Os alunos serdo divididos em grupos de 4 e jogarao



os tabuleiros ao mesmo tempo. Caso o nimero de alunos nio seja multiplo
de 4, entdo a prioridade sera formar grupos de 3.

A seguir serd apresentado o manual de instrucdes para entender como o
jogoird funcionar, para os alunos aparecerad como uma telaem que a qualquer
momento eles terdo a opgao de ir em uma aba que para acessar novamente
essas instrugoes.

Manual de instrucdes:

. Ojogo consistira em uma trilha que vocés terao que percorrer e nela terao
os tabuleiros para seremjogados referentes aos capitulos do livro didatico;

. Todos os alunos comecam na casa inicial;

. O aluno que tirar o maior nimero no dado comeca o jogo, o que tirar o
segundo maior nimero serd o segundo a jogar, e assim por diante;

. A quantidade de casas que andara sera o nimero sorteado no dado;

. Existem dois tipos de casas no tabuleiro. Uma que, quando o aluno parar
nela, aparecerd uma carta de sorte ou azar e o aluno terd que cumptrir o
que a carta mandar, podendo ter uma recompensa ou consequéncia. A
outra sera a casa dos desafios, em que o aluno receberd um problema
para tentar resolver, tendo consequéncias caso acerte e caso erre;

. Cada recompensa e consequéncia podera significar que vocé ganhara ou
perdera pontos, avancar ou voltar casas do tabuleiro;

. Quem chegar primeiro na casa final ganhara cem pontos, o que chegar
por segundo ganhara oitenta pontos, por terceiro sessenta pontos e por
Gltimo quarenta pontos;

. O aluno vencedor serd o que acumular mais pontos no fim do jogo, ap6s
percorrer todos os tabuleiros e terminar a trilha;

. O aluno que vencer o jogo serd a pessoa que conseguira salvar o mundo
dos alienigenas.

Ao entrar no jogo os alunos poderao escolher o personagem que vao
querer ser, s30 oito op¢des com caracteristicas, cada op¢ao tem personalidades
e fisicos diferentes, conforme Rogers (2013) sugere. Os personagens foram
feitos dessa forma com o objetivo de gerar identificagao com os jogadores e
foi utilizado o aplicativo Bitmoji1 para elaboragio. Vamos apresentar a seguir
duas opcdes de personagens.

1 Oaplicativo Bitmoji permite criar emojis pessoais ou de personagens criados. Disponivel em: https://
play.google com/store/apps/details?id=com bitstrips.imoji&hl=pt_BR. Acesso em: 26 abr. 2024.
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PRIMEIRO PERSONAGEM (FEMININO): JULIA. (FIGURA 3)

Personalidade: Julia é uma menina destemida e simpatica, gosta de
brincar e principalmente jogar basquete com seus amigos.

B Descricao do personagem: Julia sera uma menina negra e cadeirante, com
roupas esportivas de basquete.

Figura 3 - Personagem Julia

Fonte: Silva (2022, p. 36).



SEGUNDO PERSONAGEM (MASCULINO): PEDRO. (FIGURA 4)

Personalidade: Pedro é um garoto engracado e esforcado, o que ele mais
gosta de fazer é ouvir mdsica e brincar com o seu cio guia Max.

B Descricao do personagem: Pedro sera um garoto loiro e cego, suas roupas serao
de sua banda favorita.

Figura 4 - Personagem Pedro

Fonte: Silva (2022, p. 38).



Foram feitos também exemplos de como serdo e aparecerdo as telas com
os problemas para os jogadores (figura 5a, figura 5b, figura 5c e figura 5d).

Figura 5: Exemplos de telas de problema

VOCES FICARAM PRESDS EM UM BANKER E
PRECISAM DECODIFICAR UMA MENSAGEM
CRIPTOCRAFADA PARA CONSEGUIR ESCAPAR!
QUALEAMENSACEM? CONSIDERECADA LETRA
DO ALFABETO SENDO UM NUMERO, COMEGANDO
COM ALETRA"A" SENDD O NUMERD "1","B"
SENDO O NUMERD "2", E ASSIM POR DIANTE.

MENSAGEM: 2

INTERSTELLAR MATH

VOCES ESTAO DIANTE DE DOIS LAGOS COM
TEMPERATURAS ABAIXO DE o*C E VAD TER QUE
NADAR EM UM DELES PARA CONSECUIR CHECAR
AO DESTINO, MAS PARA NAD PEGAREM
HIPOTERMIA TERAD QUE NADAR NO LACO QUE
TEM ATEMPERATURA MAIS ALTA,
CONSIDERANDO QUE UM DELES TEM -4°CE O
QUTRO TEM -10°C POR QUAL DELES VOCES TERAD
QUEPASSAR?

INTERSTELLAR MATH

VOCES ESTAD PASSANDO POR UMA CIDADE QUE
JA FOI MUITO POPULOSA MAS QUE APOS TODOS
05 ACONTECIMENTOS 0 NUMERO DE

HABITANTES DIMINUIU PELA METADE.SEA
CIDADE QUE VOCES ESTAO TINHA 100,000
HABITANTES, QUANTOS TEM ACORA?

INTERSTELLAR MATH

VOCES PARARAM EM UMA CONVENIENCIA PARA
COMPRAR MANTIMENTOS. NO TOTAL VOCES
CASTARAM R¢ 525,00 REAIS. A CONTA SERA
DIVIDIDA EM 3 PESS0AS, QUANTO CADA UM IRA
PAGAR?

INTERSTELLAR MATH

Fonte: Silva (2022, p. 41).

Além das cartas problemas, apresentamos na figura 6, exemplos de

cartas de sorte e azar.

Figura 6: Exemplo de carta de sorte

INTERSTELLAR MATH

SORTE

Vece consequin passar com

SUCesse por um [ajs de fgfs.f

Ganhou 15 pontos!

Fonte: Silva (2022, p. 41).



Essas cartas, dentro do jogo, correspondem ao que pensamos para o de-
sign grafico dojogo, pautados no DG e no DI. Cada problema contextualizado
sera de uma situacgao diferente que eles poderdo acabar tendo que resolver
no decorrer do jogo. O equilibrio entre os DG e DI foram sempre levados em
consideracdo. Por exemplo, na parte dos desafios queremos que a pergunta
nao seja algo abstrato, sem relacdo com nada, mas que seja contextualizado
e faca sentido ao jogador/aluno, ou seja, esperamos com isso, que o jogador/
aluno, desmistifique o imaginario de que jogo pedagégico é chato.

Ressaltamos que esse equilibrio nao deve acontecer somente em uma
etapa, mas na elaboracdo do jogo inteiro, tornando-o mais dinamico, diver-
tido e motivador para ojogador/aluno. A vinculagdo com o livro didatico nas
cartas de questdes pode ser expressa na figura 7.

Figura 7: Aspectos para elaboracdo das questdes contextualizadas

ASPECTOS LEVADOS EM CONSIDERACAO PARA
ELABORACAO DAS OUESTOES CONTEXTUALIZADAS

EXERCICI0S DO LIVRD CARTAS COM
herris a o i QUESTGES DO
JOG0 CASSIMATH

TEMIA PRINCIPAL
0o Jog0

0 QUE APOS T

Fonte: Silva (2022, p. 42).

Exemplo 2 - Ensino Superior - Clash Of Math

O jogo Clash Of Math é um jogo direcionado para o ensino superior, es-
pecificamente alunos do curso de Licenciatura em Matematica e da disciplina
de Histoéria da Matematica.

Nesta disciplina, sdo realizadas discussdes de como a matematica tem
sido desenvolvida ao longo da histéria, ou seja, estuda-se a matematica que
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é utilizada atualmente, mas da maneira como a utilizavam na época. Dessa
maneira estudamos os periodos da Histéria da Matematica (pois cada periodo
aconteceu em uma época e em um lugar especifico, na ordem cronolégica), ma-
tematicos que marcaram cada época, contetidos desenvolvidos em cada periodo
(incluindo o sistema de numeracao de cada lugar e época) e problemas da época.

O jogo foi batizado Clash of Math (Confronto da Matematica) devido a
referéncia do jogo comercial que utilizamos, o War (figura 8).

Figura 8: War Game

Fonte: Verli, 2015.

No War, cada jogador precisa usar sua estratégia para conquistar terri-
torios e continentes e derrotar seus adversarios, se sentindo no papel de um
general. No inicio do jogo, cada jogador sorteia um objetivo e, vence a partida,
quem atingi-lo primeiro.

O objetivo do Clash of Math é ensinar Matematica por meio da Histéria.
Os jogadores, para atingir seus objetivos no jogo, precisarao ter conhecimento
de Histdria da Matematica e de Matematica, pois as perguntas remeterao aos
contetidos como eram vistos a época. Por exemplo: a primeira fase diz respeito
ao periodo matematico do Egito, sendo assim, as perguntas serdao sobre o sistema
de numeragdo da época, os processos de multiplicacio e divisdo utilizados, o
significado de fragdo unitaria, entre outros.



A ELABORACAQ DE JOGOS PEDAGOGICOS DIGITAIS UTILIZANDO O GAME DESIGN COMO FIO (...

O Clash of Math consiste em uma guerra entre os jogadores (de 3 a 6) que
ird acontecer em paises (regides) referentes a algum periodo matematico,
tendo o objetivo de aprender sobre a matematica e sua histéria. Cada fase
representard um periodo e um lugar, na ordem histérica. No inicio do jogo,
cada jogador recebe um objetivo (exemplo na figura 9) e um certo nimero
de exércitos. Vence o jogo que completar seu objetivo por primeiro (os outros
jogadores nao saberao qual é o objetivo alheio).

Os objetivos consistem em dominar uma regido completa, ou um certo
ndmero de territérios, ou até mesmo derrotar um certo adversario. Explicare-
mos melhor o que é regido, exércitos e territdrios a seguir.

Figura 9: Exemplo de objetivo

g,

Fonte: Spohr (2022, p. 36).
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Cada fase sera referente a um periodo matematico e seguird a ordem
histdrica. Como cada fase sera referente a um periodo da Histéria da Matema-
tica, o cenario do jogo sera o mapa do local e os contelidos abordados serao
referentes aos desenvolvidos na época, ou seja, cada periodo histérico (ou fase
dojogo), terd um cenario diferente. O cenario utilizado na primeira fase (Egito
Antigo) pode ser visto na figura 10, a seguir:

Figura10: Cendario

Alfayyum

Al Minya

Suhaj

Al
Kharjah

Fonte:Spohr (2022, p. 42).

Cada uma das cores representa uma regiao com um conteldo a ser
abordado e cada pequena divisao dentro de cada regido é chamada de
territério. Cabe destacar que essas regides e contetdos atrelados nao foram
escolhidos de forma aleatéria, mas por meio de pesquisas a livros de Histéria
da Matematica (Histdria na Educagao Matematica de Antonio Miguel e Maria
Miorim; Histéria na Educacdo Matematica: propostas e desafios de Tatiana
Roque e Jodo Bosco Pitombeira).

B Regiao Rosa: volume do tronco da piramide (a escolha desse contetdo para
esse lugar foi feita devido as primeiras pirdmides terem sido construidas
em Giza);



B Regiao Roxo: Sistemas de numeracao; Regido Azul — Multiplicacao/divisao;
Regido Vermelha —Area de circulo; Regio Laranja— Equacio do1.° grau; Regido
Amarela — Fracao/fracao unitaria.

No inicio do jogo, todos os territdrios do tabuleiro sdo sorteados entre
os jogadores e eles recebem um exército para posicionar em cada territério
de seu dominio. Cada jogador escolhe uma cor para se identificar no jogo e
os exércitos, que sao representados por pecinhas, respeitam essa cor.

A cadarodada, é dada a possibilidade a todos osjogadores de realizarem
ataques, quantas vezes quiserem, de acordo com os seus objetivos. Assim
que perceber que n3o é mais viavel e decidir parar, o préximo jogador pode
realizar os ataques e, quando essa oportunidade for dada a todos, termina
arodada e se inicia a proxima.

Ao fim de cada rodada, é contabilizado o nimero de territérios de
cada jogador, pois ele pode ter dominado ou perdido algum, divide-se esse
nimero por dois e é entregue a cada jogador esse nimero de exércitos para
posicionar em seus territorios. Por exemplo, se o jogador finalizar a rodada
com 16 territérios, 16: 2 = 8, logo, ele recebe 8 exércitos novos ao inicio dessa
nova rodada para posicionar em seus territorios.

Os ataques funcionam da seguinte maneira: é possivel atacar uti-
lizando um, dois ou trés exércitos e os ataques podem ser realizados
somente nos territérios vizinhos, ou seja, é preciso ter no minimo dois
exércitos no territério para realizar ataques, pois assim atacara comum e
o outro ficard como exército de ocupacao, todos os territorios do tabuleiro
precisam ter no minimo um exército.

Diferentemente do War comercial, em que vence a batalha quem
vencer uma batalha de dados, no Clash of Math vence quem responder
corretamente e mais rapido uma pergunta referente ao contetido da regido
atacada. O nivel de dificuldade serd de acordo com o niimero de exércitos
que atacar ou defender, vence quem responder a sua respectiva pergunta
corretamente mais rapido.



A ELABORACAQ DE JOGOS PEDAGOGICOS DIGITAIS UTILIZANDO O GAME DESIGN COMO FIO (...

Figura 11: Exemplo de pergunta

Fonte: Spohr (2022, p. 37).

Na vers3o fisica, a carta da questao terd no canto inferior, de ponta cabega,
aresposta da questao (como mostrado na Figura11). Assim, uma terceira pessoa
ird realizar a pergunta e essa ira conferir a resposta. No jogo digital a resposta
sera conferida pelo préprio sistema.

Como ja citado, o nivel de dificuldade das respostas sera definido pelo
nimero de exércitos que o jogador escolher atacar ou defender, por exemplo,
se um jogador escolher atacar algum territério do continente laranja com trés
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exércitos (Figuras 12a e 12b), e a defesa defender com dois exércitos, o atacante
sorteara uma pergunta entre as faceis de equacao do1.° grau, enquanto a defesa
sorteara uma pergunta entre as médias desse contetido. Quem responder a sua
respectiva pergunta mais rapido vence a batalha. Se o ataque e a defesa utili-
zarem 0 mesmo nimero de exércitos, a pergunta sorteada serd a mesma, caso
sejam utilizados diferentes, cada um responde a pergunta do contetido respectiva
ao nivel de dificuldade que for relativo ao niimero de exércitos que utilizou.

Figura12: Exemplo de jogada

Fonte: Spohr (2022, p. 44).

Na maioria das vezes, jogos pedagdgicos direcionados a disciplina de
matematica focam somente no conteldo, ndo possuem histdria e, a mecanica
presente no jogo, se refere apenas a resolucio de férmulas.

No Clash of Math, procuramos dar uma atengao extra ao enredo e histéria
contida no jogo. Dessa forma, durante a partida, curiosidades serdo apresen-
tadas sobre a época e que, caso o jogador queira saber mais, terd acesso a um
documento que ira explicar o necessario para responder as perguntas sobre
0 assunto e, caso se interesse ainda mais, terd acesso a lista de exercicios que
ele podera utilizar para estudar posteriormente e tera vantagem sobre os
adversarios.

Além disso, os jogadores também poderao aprender sobre os matemati-
cos de cada periodo, uma vez que existem “cartas matematicas” que oferecerdo
beneficios aos jogadores, elas s6 poderao ser desbloqueadas no periodo em
que o matematico viveu e de acordo com a pontuacao do jogador (que ira
acumulando com seu desempenho ao longo do jogo).

Elas poderido ser utilizadas quando o jogador preferir. O jogador podera
desbloquear “Cartas Matematicas” que serdo referentes a matematicos de cada

17



periodo de acordo com os pontos acumulados podendo lhe trazer beneficios
nas batalhas. Ele podera utilizar os beneficios das cartas quando lhe for con-
veniente e sentir a necessidade.

Para essa fase, também foi criada uma carta matematica. Como nio exis-
tem relatos de matematicos que viveram na época do Egito antigo, colocamos
uma figura egipcia que sera a representante, a Cledpatra (Figura 13).

Figura13 - Exemplo carta matematica

Fonte: Spohr (2022, p. 46).
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O simbolo de lampada indica que um dos beneficios da carta sera
uma dica referente ao contetdo indicado, as barras verdes transformam
uma questdo dificil ou média em facil, e as amarelas transformam uma
questao dificil em média. O maximo que cada carta pode proporcionar é
trés beneficios de cada, as unidades de cada beneficio sao representadas
por quantos simbolos coloridos tém, os cinzas sdo desconsiderados. Por
exemplo, na carta acima o jogador terad direito a uma dica referente a
multiplicagdo e divisio, podendo transformar duas questées em questdes
faceis e uma em média.

CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, examinamos o impacto dos jogos na educacio,
discutindo diferentes perspectivas e fornecendo exemplos praticos. Desta-
camos a relevancia e as motivacoes por tras do uso de jogos na educacao,
mostrando como eles podem proporcionar um ambiente de aprendizado
imersivo e despertar o interesse dos alunos por diversas disciplinas.

Abordamos o design de games como uma chave para a criacdo de expe-
riéncias educacionais envolventes. Discutimos os elementos fundamentais do
design de jogos, como mecanicas, narrativa e estética, e como eles podem ser
aplicados de maneira eficaz no contexto educacional. O design instrucional
também foi explorado como uma abordagem essencial para a integracao
dos jogos na educacao, ressaltando como ele pode ajudar na estruturacio do
contetdo educacional, na definicdo de objetivos claros de aprendizagem e na
adaptacdo dos desafios e recompensas dentro do jogo.

Apresentamos dois exemplos praticos de aplicacao dos jogos na educa-
cao: Interstellar Math, um jogo para a educacao basica que utiliza elementos
espaciais para ensinar conceitos matematicos de forma lidica e interativa, e
Clash of Math, um jogo voltado para o ensino superior que combina estratégia
e desafios matematicos avancados para promover o aprendizado conceitual
de Histdria da Matematica.

Em resumo, o uso de jogos na educacio pode trazer beneficios significa-
tivos para o processo de ensino-aprendizagem. Engajar os alunos de maneira
lddica e imersiva, fornecer um ambiente seguro para cometer erros e aprender
com eles, além de promover a motivagao e a participa¢ao ativa dos alunos sao
alguns dos pontos fortes dessa abordagem. No entanto, é essencial investirem
capacitagio para os educadores e direcionar recursos para o desenvolvimento
e a implementacao de jogos educacionais de qualidade. Com esforcos nessa



direcdo, podemos explorar ainda mais o potencial dos jogos na educacio e
abrir caminho para futuras integracoes e inovagoes nesse campo.
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CONSIDERAQ()ES A RESPEITO DAS
FORMAS INDETERMINADAS DO
CALCULO PARA O ENSINO BASICO

Luiz Gabriel Martins: |uiz.martinsi@ufpr.br
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Robson Wilians Vinciguerra: robsonw@utfpredu.br

Dentre os diversos significados para a palavra “indeterminacao’, aquele
que aparenta caracterizar sob um olhar matematico, define como algo ou
alguma coisa que n3o é determinavel ou ndo estd bem definido. Conforme
Desanti (2017), esse termo incorpora significados especificos em diferentes
campos da Matematica. Por exemplo: na Algebra Linear, se refere aos siste-
mas de equacdes que apresentam infinitas solucoes; no Calculo Diferencial e
Integral se refere a um conjunto de expressoes que surgem a partir do calculo
de limite de fun¢des de uma variavel real .

No contexto do Calculo, Lima (2019) apresenta as formas indeterminadas
como sendo:

0() oo” 1%
Mas o que elas significam? Conforme dito acima, sao expressdes que

resultam do calculo de alguns limites para determinadas fun¢des. Na teoria
da Analise Real, é possivel definir, por exemplo, 0/0 da seguinte forma:


mailto:araceli@utfpr.edu.br
mailto:robsonw@utfpr.edu.br
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Sejam X c R, f, g:X>R, a € X' [onde X' denota o conjun-
to dos pontos de acumulacdo de X]. Suponhamos que [se tenha]
lim__ f(x)=lim__ g(x)=0 e que, pondo Y={x€X|g(x)#0}, se

tenha ainda a € Y'. Entdo f(x)/g(x) esta definida no conjunto Y e,

faz sentindo indagar se existe lim__ f [

x—a-

. Pois bem; nada se pode

g(x
dizer, em geral sobre esse limite. Dependendo das funcdes f,g, ele pode

assumir qualquer valor real ou ndo existir (LIMA, 2019, p. 146-147).

Assim, podemos dizer que uma expressao é considerada indetermi-
nada quando o valor do seu limite, a depender da escolha da funcao, pode
assumir um namero real arbitrario ou simplesmente nao existir. No caso
dos limites, Desanti (2017) observa que é possivel construir estratégias,
seja por meio de artificios algébricos ou geométricos, para obter o valor
preciso do calculo do limite, ou ainda, se faz o uso da Regra de U'Hdspital,
que é um recurso simples e facil para resolver essas formas indetermina-
das (BARBOSA, 2008).

Contudo, algumas das expressoes indeterminadas podem aparecer
no Ensino Basico, como é o caso das formas 0/0 e 0°. Ha certa dificuldade
em justificar o motivo dessas expressdes, ja que a teoria de limites ou de-
rivadas ndo faz parte do contelido programado para este nivel de ensino.
Além disso, os livros didaticos em muitas situacdes procuram omitir ou,
quando reconhecem a existéncia, comentam brevemente que ndo ha sig-
nificado algum.

Nesse contexto, este capitulo apresenta uma sintese do trabalho
de conclusdo de curso do primeiro autor (MARTINS, 2021) e toma como
objetivo principal o de justificar as razGes que levam a tais expressoes
ganharem tal nome. Além disso, sdo apresentadas algumas atividades,
para o Ensino Basico, para que seja possivel realizar uma discussio a
respeito das formas indeterminadas ainda nesse nivel de ensino, como
também um roteiro de como mostrar de maneira matematica que as
formas sdo indeterminadas.

1 CONSTRUINDO O CONJUNTO DOS
NUMEROS RACIONAIS Q

Nesta secdo apresentaremos a construcdo dos nimeros racionais Q a
partir dos nimeros inteiros. Com efeito, consideremos o conjunto dos nu-

meros inteiros Z com as operagdes usuais de soma "+" e multiplicacdo "x".



Agora, sobre o conjunto ZXZ*={(a,b)€ ZXZ*|a€Z,bEZ} vamos defi-
nir a seguinte relacdo ~: (a,b)~(c,d)=ad=hc.

Dados (a,b),(c,d),(e,f) € ZXZ’, temos que: (i) ~ é reflexiva, ja que
ab=ab=(a,b)~(a,b); (ii) ~ é simétrica, uma vez que se (a,b)~(c,d), en-
tdo decorre que ad=bc=cb=da=(c,d)~(a,b); e (iii) ~ é transitiva, pois
(a,b)~(c,d) e (c,d)~(e,f) implica em ad=bc e cf=de. Resulta dai que
adf=(ad)f=(bc)f=b(cf)=bde. Portanto, (af—be)d=0=>af=be ou
d=0, pois (Z,+,") € um dominio de integridade’. Como d€Zx devemos ter que
af=be. Portanto, ~ é uma relagdo de equivaléncia.

As classes de equivaléncia sao denotadas por % , € definidas como:

% = {(x,y)€ ZXZ*| ay=bx}.

Desta forma, segue que o conjunto quociente Q é definido como:
Q={ab | ( % YEZXZ}, que é chamado de conjunto dos nimeros racionais.
As operacdes de soma e multiplicacdo nele sao definidas da seguinte forma:

a
5= {(x,y) €EZ X Z*| ay = bx}.

Desta forma, segue que o conjunto quociente Q é definido como:

Q= {E | (a,b) ezZx T}
b
que é chamado de conjunto dos niimeros racionais. As operacgdes de
soma e multiplicacdo nele sdo definidas da seguinte forma:
+HQXQ->Q ¢ :QXQ-Q

a c ad+bc a ¢ ac
G G-
b d bd b d bd

O conjunto @ munido com tais operagdes é um corpo. A demonstracao
detalhada? que todas as propriedades de corpo sdo satisfeitas pode ser encon-
trada em Martins (2021, p.66-67).

Por fim, é interessante comentar que é possivel associar os nimeros
inteiros ao seguinte subconjunto dos nimeros racionais Qg = {?| ac€ Z}.
através do seguinte isomorfismo de anéis (aplicacio linear bijetora):

1 Um dominio de integridade é um anel (4,4,") comutativo com identidade que vale a seguinte
propriedade: se ab=0, entdo a=0 ou b=0.

2 Emboraademonstracio apresentada no trabalho citado anteriormente é aplicada a um contexto
geral, asideias s3o as mesmas para este caso particular.



E pertinente comentar que nas préximas sessoes faremos a identifica-
cao a/1=a, ainda que estes, a rigor, nao sejam elementos de mesma nature-
za (ja que um é uma classe de equivaléncias, enquanto o outro é apenas um
elemento).

2 POTENCIACAO

Nesta secao apresentaremos uma maneira de definir poténcias de base
real e expoente real. Apesar de ser o ideal, apresentar uma definicao direta
para esse objeto é um tanto quanto dificil. Um meio de alcancar esse objeti-
vo é fazendo a definicdo para casos particulares e ir estendendo até chegar
ao mais geral o possivel.

Desta forma, comecamos apresentando a definicao de poténcias reais
com expoentes naturais:

Definigdo (Poténcia de um niimero natural): Sejam a € R e n € N. Definimos
como a poténcia de base a e expoente n, 0 niimero a* tal que:

{ al=a
atl = gn

Observe que a definicdo é feita através de uma recorréncia, isto é, para
determinar a?, para certo n>1, é necessario conhecer os valores a@?,.., a**. Uma
vez que esta definida as poténcias para expoentes naturais, o proximo passo
é dar significado aos de expoente inteiro.

Definicdo (Poténcia de um niimero inteiro) Sejam a € R e n € Z. Definimos como
a poténcia de base a e expoente n, o niimero a* tal que:

a*1.q, sen>0

Gt = 1, sen=0,a#0
(@™, sen<0,a#0.

Perceba que a definicao de poténcias de expoente inteiro negativo
depende da de expoente inteiro positivo, que por sua vez dependem dos
expoentes naturais. Dessa forma, como 0"=0 para todo natural n e 1/0 ndo
esta definido, ndo é possivel dar uma definicdo para poténcias de base nula
e expoente negativo.



Agora, estamos interessados em dar significado para poténcias de
expoente racional. E pertinente comentar que este n3o é um procedimento
direto. Isso se deve ao fato que é necessario, antes de tudo, definir poténcias
com expoentes da forma 17, com n € N — na verdade, prova-se que existe
uma solugdo real positiva para equacdes do tipo x"=a, com n€EN e a>0, a
saber, b=a+ . Uma vez que este objeto esta bem definido, pode-se definir
para expoentes racionais em geral.

Definigdo (Poténcia de um niimero racional) Sejam a>0 real e n€Q tal que
n= com p€Z e qEN. Definimos como a poténcia de base a e expoente n, 0 niimero
a"tal que

1 1

a®* =ad = (aP)E = (\’/aP.

E pertinente comentar que é possivel definir o niimero a” quando a<o.
Neste caso, devemos tomar um cuidado extra, para que ele ainda pertenca
ao conjunto dos nimeros reais. No caso em que a=0, considera-se a"=0 para
todo n=§ ,comp, q €N.

Naturalmente, o proximo passo é estender a definicao para qualquer
namero real. Ora, como dado um nimero real xeR, s6 ocorre que x€Q ou
xER\Q, basta definir poténcia de expoente real para o caso em que o expoen-
te seja racional e irracional. Como o primeiro ja foi definido é suficiente dar
uma definicao para poténcias de expoente irracional.

Assim como os nimeros irracionais podem ser caracterizados utilizan-
do-se dos racionais, podemos adaptar essa ideia para definir as poténcias
de expoentes irracionais em fun¢io das de expoente racional, que ja foram
definidos previamente.

Definigdo (Poténcia de um niimero irracional) Sejam a>1 e a € R\Q. Consi-
deremos os conjuntos

Ai={reQ|r<aled, ={s€Ql|s>a}l.

Em correspondéncia aos conjuntos A, e A,, consideremos os conjuntos
Bl = {a7| re Al}(:’ BZ = {a5|5 € Az}
Nestas condicdes, dizemos que a” e a® sdo aproximagoes por falta e exces-

so,respectivamente, de a® e B, e B, sdo classes que definem a“.
Se0<a<1,entdodefinaB e B,comosendoB, ={a’|r€A }eB,={a’[sEA,}.
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Para a=0, segue que a*=0 para qualquer & € R\Q, com a>0. Também,
para a=1, segue que 1°=1 para qualquer que seja R\ Q.

Observamos que quanto mais proximos r e s estao de a, melhor é a
aproximagao de a“

Outra forma de caracterizar as poténcias de base e expoente reais, que
é bastante conveniente, é através dos infimo e supremo. De fato, dadoa>0 e
x€ER, podemos caracterizar a poténcia de base a e expoente x o nimero a*
tal que: a*=sup{a’|r<x,reQ}=inf{a’|s>x,s€Q},se a>1, a*=inf{a"|r<x,
reQ}=sup{a’|s>x, s€Q}, se 0<a<l.

No caso que a=1, podemos definir a*=1, enquanto que para a=0, tem-
-seque a*=0, para todo nimero real positivo.

3 DISCUSSOES

Nesta secdo sera feita uma discussao dos motivos que levam as expres-
sdes 0°e O aserem consideradas indeterminadas. A secdo esta organi-
zada da seguinte maneira:na subsecdo 3.1 s3o apresentadas justificativas
formais, levando em conta o que foi apresentado nas secdes anteriores;
enquanto na se¢ao 3.2 sdo apresentadas algumas atividades para discutir a
respeito do tema na Educacao Basica; e, por fim, nasubsecido 3.3 é apresenta-

do um roteiro de como demonstrar que tais expressdes sao indeterminadas.

3.1 JUSTIFICATIVAS

Note que a forma indeterminada 070 se assemelha com uma fracao
cujo numerador e denominador sdo iguais a 0. No entanto, devemos ter
em mente que isso ndo corresponde a uma fracao, visto que no processo
de construcdo dos nimeros racionais ndo sdo incluidas fragdes cujo deno-
minador é igual a 0. Dentro deste contexto, pode se questionar, com certa
naturalidade, por quais motivos o conjunto dos niimeros racionais Q nao
admite fracdes com denominador 0?

Ao tentarmos realizar a constru¢do dos nimeros racionais Q a partir
do conjunto ZXZ, teriamos que a relacio ~ deixaria de ser uma relacdo de
equivaléncia, pois nao satisfaz a propriedade transitiva. Com efeito, tomando
(1,2),(1,3)€ ZXZ, temos que (1,2)~(0,0) e (0,0)~(1,3),jaque 1-:0=2-0 e
0-3=0-1, mas (1,2)*(1,3) pois 3= 1-3#2-1=2. Caso tivéssemos uma rela-
¢ao de equivaléncia, entdo, nesse caso, teriamos que a classe de equivaléncia
0/0 representaria todo o conjunto, uma vez que (a,b)~(0,0) Va, b € Z.



Agora, se considerarmos o conjunto G=ZxZ—{(0,0)}, apesar de ter-
mos o conjunto quociente & | ja que ~ serd uma relacio de equivaléncia,
o conjunto ndo é fechado Bara as operacoes de adicao e multiplicacao
(da maneira como sdo definidas a soma e o produto de fragoes). De

fato, escolhendo ™e ™, segue que M+ =m0+0-n_0+0_0,G
n 0_n-0_00€6 0 0 0-0 0 0 ~

Diante do exposto acima, podemos inferir que nao é possivel construir
o conjunto dos nimeros racionais incluindo as fracdes com denominador
0 pois esse conjunto nao satisfaria as condi¢Oes para ser um corpo.

Com respeito a forma indeterminada 0°, observamos que essa se as-
semelha com a poténcia de base real 0 e expoente 0. Para compreender
por quais motivos nao se atribui 0°=1, devemos compreender, antes, por
quais motivos a’°=1, quando a#0.

A definicdo nao é arbitraria e podemos fornecer trés possiveis justi-
ficativas para esse fato. Pela definicio dada para poténcias de expoente
natural, temos que a'=a. Por outro lado, da forma como é definida para

poténcias de expoente inteiro, temos que a'=a'-'a=a’a=aa’. Como as
aa’=a

. . . . aoa:a ' .
Para que as equagdes acima sejam satisfeitas, é necessario que a0

definicoes devem coincidir, segue que a=a'=aa’=a’a=

corresponda a algum ndmero que quando multiplicado por ele, resulte
nele mesmo. Ora, mas esta é a definicao do elemento neutro. Como esta
equacao é feita sobre os reais com as operacoes usuais e o elemento neu-
tro do produto é lnico, decorre que devemos ter a®=1.

Outra maneira de se chegar a essa conclusao é utilizando a proprieda-

de da soma de expoentes inteiros. Com efeito, temos:
1-a=1-a'=a'=a'""=a'a’=a’a'=a’-a

Sendo R um dominio de integridade, segue que todo elemento nao
nulo é regular para multiplicagao. Como supomos que a+0, resulta que 1=a°.

Por fim, é possivel chegar a mesma conclusao através da propriedade
da subtracdo para expoentes inteiros. Ora a’= a'"'= %= % =%=1.

Observe que nos trés cenarios, se tivéssemos que a0+1, certamente
chegariamos a uma contradi¢do. Contudo, quando a=0, essas implicagdes
nao sao necessariamente validas.

No primeiro caso, como ja comentado, a’ desempenha o papel de ele-
mento neutro da multiplicacdo. Contudo, se tomarmos a=0, por 0-c=0=c-0
para todo ¢ € R, temos 0-0°= 0 e 0°-0 = 0 independentemente do valor que

0°assume.



Ja no segundo caso, a hipdtese de que a#0 é indispensavel para se
concluir que a’=1. Pondo x=a° podemos interpretar a=a-a’=a-x como
uma equacgao linear. Nesse sentido, quando a#0 é possivel garantir que
existe uma Unica solucdo satisfazendo a equacio, a saber x=1. Agora, no
caso em que a=0, a equacao 0-x=0 possui infinitas solucdes.

O dltimo caso é um dos mais interessantes, pois estabelece uma re-
lacdo entre poténcias e fragGes. Se fosse possivel substituir a=0, teriamos
que 0° dependeria do valor de 0/0. No entanto, como vimos que nao é possi-
vel definir 0/0, certamente isso indica que nao é possivel definir 0°.

3.2 SUGESTAO DE ATIVIDADES

Apresentamos duas propostas de atividades que abordam as indeter-
minacdes 0/0 e 0°, considerando os contetidos que sdo lecionados no Ensino
Basico. Contudo, adindmica aser utilizada para aplicaciao das atividades fica
a cargo do professor.

Com relagio a formaindeterminada o/o, propomos a seguinte sequén-
cia de atividades, conforme mostrada no quadro 1:

Quadro 1: Sugestio de atividades para forma indeterminada 0/0

DIVISAO E FRACOES

1. Quantos pedacos de bolo podem ser comprados com 12 reais, sabendo que cada
pedaco custa 2 reais?

2. Se cada pedago custar 4 reais, quantos pedagos seriam possiveis compram com a
mesma quantidade de dinheiro do problema anterior?

3. Seeu gastei 12 reais na compra de 8 pedacos de bolo, quantos reais custava cada
pedaco? Represente a resposta por meio de uma fracao.

4. Seis esfirras foram repartidos em quatro pessoas. Qual foi a quantidade que cada
pessoa comeu? Represente a resposta utilizando fracoes.

5. Compare as respostas da terceira e quarta questao. Elas s3o equivalentes? Como
vocé fez para descobrir isso?

6. Quando duas fracdes s3o equivalentes? Como vocé fez para verificar que duas
fracoes sao equivalentes? Utilize de exemplos para auxiliar na sua explicacao.

7. Considere que se pudesse ter a fracao 0/0.

a. Oque essa fracao pode representar? (Dica: olhe para outras atividades que vocé ja
fez na lista e que precisou representar a resposta por uma fragao).

b. Déalguns exemplos de fracoes que poderiam ser equivalentes a ela.

¢ Asfracoes que vocé determinou, no item anterior, sao todas equivalentes? Explique
sua resposta.

d. A fracdo o/o pode representar uma quantidade fixa? Em caso afirmativo, indique
essa quantidade. Do contrario, justifique sua resposta.

Fonte: Os autores, s.d.



As primeiras quatro atividades envolvem a ideia de representar o
resultado de uma divisao (o quociente) através de fracdes. Embora que
as primeiras duas questoes apresentem um nimero inteiro como resul-
tado, nas duas dltimas surgira resultados em decimais. Para direcionar
ao que a atividade se propoe, é solicitado que as quantidades sejam re-
presentadas na forma fracionaria, para que na quinta atividade sejam
comparadas e se concluir se sao fracdes equivalentes ou nao.

Na sexta questao, é pedido para que o aluno explique como ve-
rificar que duas fracdes sdo equivalentes e utilize de exemplos para
auxiliar na justificativa. Neste momento o professor pode chamar
atencdo deles e apresentar outra forma de determinar quando duas
fracGes sdo equivalentes (caso nenhum aluno tenha a apresentado),
que é a seguinte: considere as fracdes 2 e 3.. Para verificar se elas sdo
equivalentes, basta fazer

2:6=12 e 4-3=12.

Como os resultados coincidiram ent3o elas sdo equivalentes. Se
nao fosse o caso, entdo elas ndo seriam equivalentes. Caso seja neces-
sario, o professor pode realizar outros exemplos para que os alunos
compreendam o algoritmo. Este critério sera importante na dltima
atividade.

Na sétima questdo, inicia-se pedindo uma possivel interpretacao
para o significado da fracdo 0/0. E esperado que os alunos associem a
fracao como o resultado da divisao de 0 por 0. Na sequéncia é solicitado
para determinar possiveis fragdes que poderiam ser equivalentes a ela.
Neste momento é esperado que tentem utilizar o critério que acabaram
de aprender. E pedido varios exemplos para garantir que tenham escolhi-
do duas fracoes que ndo sao equivalentes entre si, a fim de que percebam
que a fragdo 0/0 n3o representaria uma quantidade numeérica fixa, que é
uma conclusdo esperada no dltimo item da questao.

Para a forma indeterminada 0°, planejamos a seguinte sequéncia de
atividades, conforme apresentadas no quadro 2:



Quadro 2: Sugestao de atividades para forma indeterminada 0°

1.

POTENCIAS DE 0

Determine o valor da poténcia 0", de acordo com o valor de n solicitado.

n o

4

10

1000

n inteiro positivo

Qual seria o valorde 0" se n=1/2?En =2/3? E se n=m? Ou entdo, n=e? Utilize
uma calculadora para conferir os resultados.

Com base na atividade anterior, tente determinar qual o valor de 0™ quando n é
racional positivo qualquer. Apés isso, determine quando for um ndmeroirracional
positivo qualquer.

Utilize os resultados obtidos nos itens anteriores para esbogar o grafico dos valo-
res das poténcias de o.

Observe o grafico que acabou de construir. A partir dele, qual seria um possivel
valor para a poténcia 0°?Justifique.

Calcule os valores de a® quando a for cada um dos valores solicitados abaixo.

a a’

a+0

Com auxilio das respostas obtidas na questao anterior, construa o grafico com os
valores de a°.

Observe o gréfico construido. Qual seria o possivel valor de 0°? Explique.

Compare os valores que vocé encontrou no item 5 com o do item 8. Esses valores
sdo iguais ou diferentes? Conclua, utilizando suas palavras, se é possivel determi-
nar (ou nao) um valor para 0°.

Fonte: Os autores, s.d.




As primeiras quatro questdes focam na determinacdo do valor da
poténcia 0%, com x>0. Na primeira, solicitamos determinar valores da
poténcia quando o expoente é um inteiro positivo. Apesar de a definicao
impor a necessidade que se conheca o valor das poténcias 0?...,0%! para
determinar o valor de 07, é esperado que os alunos percebam que no caso
em que a base é 0, isso nao é necessario, pois como a poténcia pode ser
enxergada como uma multiplicacdo do mesmo nimero repetidas vezes,
vé-se que 0" é um produto de zeros e como o produto de um nimero por 0
€ 0, tem-se que 0"= 0. Caso seja necessario, o professor pode fazer outros
exemplos para que os alunos percebam esse fato.

Nas duas questdes seguintes, quer se saber o valor das poténcias
de 0 quando o expoente é racional e irracional. Mais uma vez, caso o
professor perceba que os alunos apresentem dificuldades para resolver
essas questdes, ele pode intervir, explicando um dos itens e fornecendo
outros exemplos. )

Por exemplo, vamosldeterminar o valor de 07 e 0. No primeiro caso,
segue da definicdo que 02= V0! =v0 = 0.

Para determinar o valor de V0, é preciso lembrar que este é o nimero
tal que é solucdo de x?=0. Dessa forma, para que o produto de dois nimeros
sejaigual a o,lnecessariamente um destes deve ser igual 0, donde segue
x=0, ouseja 0z = 0.

Para 07, como se trata de um expoente irracional, devem ser feitas
aproximagdes via nimeros racionais que sao maiores e menores que ,
conforme indicado na tabela 1.

Tabela 1: Aproximagdes para o valor de 0™

n o n o

3 0 3.5 0

3.1 o} 3.4 0
3.14 o} 33 o)
3141 o} 3.2 0
3.1415 o} 3.15 o}
3.14159 0 3.149 0
3141592 o} 3.148 o}
3.1415926 o} 3.147 0

Fonte: Os autores



A partir desses valores pode-se inferir que 07=0. Assim, a partir desses
exemplos, espera-se que os alunos percebam que 0"=0 para qualquer real
positivo (seja ele racional ou irracional).

Na quarta questdo é solicitado para seja construido o grafico dos
valores das poténcias de 0%, 0 que equivalente a esbocar o grafico da funcao
f:(0,+)-R, dada por f(x)=0*. Um esboco do grafico pode ser visto na
figura1.

Figura1: Esboco do grafico f(x)=0*

ks
-

Fonte: Dos autores

A partir do grafico é esperado que os alunos percebam que um possi-
vel valor para 0°é 0. Com o propdsito de concluir que 0° é indeterminado,
as proximas questdes buscam apresentar outro possivel valor.

Asexta questao retoma a definicao de poténcias reais cujo expoente € 0. Como
ja apresentado na segao anterior, temos que para todo nimero a+0 se tem que
a’=1.Assim, ao plotar o grafico desses valores, na questao seguinte, se obterd uma
reta horizontal y=1 que nio intersecta o eixo y, uma vez que nao esta definido o
valor para a=0, como mostrado na figura 2.



Figura 2: Grafico dos valores das poténcias a®, com a#0

Fonte: Dos autores

Assim como na quinta questao, os alunos devem utilizar o grafico para
novamente deduzir um possivel valor para 0°, que neste caso é esperado que
respondam 1.

Por fim, a Gltima questdo tem objetivo de comparar esses valores obtidos
para se concluir que nao é possivel fixar um valor para 0°, visto que poderia
ser tanto 0 como 1.

3.3 ROTEIRO

Além das atividades, desenvolvemos um roteiro de como o professor
pode justificar as formas indeterminadas 0/0 e 0° considerando apenas os
contetdos apresentados na Educacdo Basica. Contudo, antes de apresentar
tal “demonstracio”, acreditamos que seja necessario definir o que vem a
ser uma forma indeterminada. Considerando que no contexto da Educacdo
Basica estas formas provém de operacdes aritméticas, pode se dizer que
uma expressao sera considerada indeterminada quando puder assumir mais
que um valor ao mesmo tempo e qualquer que seja o valor fixado sempre
se podem chegar a alguma contradicdo aritmética.



Levando isso em consideracdo, pode-se apresentar a seguinte justificativa
para forma 0/0:

. . - a
. Seja a#0 e considere a fracao e

. Para encontrar fracoes equivalentes ' basta que satisfaca a seguinte
relacdo an=am; "

. Assim, tem-se que an—am=0=a(n—m)=0;

o Logo m=n;

a 1
. Escolhendo m=n=1, temos que:— == 1.
. Vamos supor que o processo possa ser aplicado para quando a=0. Entdo

teriamos que %:1, pelo que acabamos de ver;
. Por outro lado, note que vale a(n—m)=0 sem necessariamente n=m;

. Escolhendo n=1, segue que: %= %= m

. onde m é um inteiro qualquer;
0

. Portanto, o é uma indeterminacao.

Apesar da indeterminacdo 0/0 se tratar de uma divisao de 0 por 0,
é possivel representar o seu quociente como uma fracao, o que explica
termos escolhido as fracoes e suas propriedades para demonstrar tal in-
determinacdo. Além disso, salientamos que a escolha n=1 foi apenas uma
escolha conveniente, podendo ser escolhido outros valores de n natural,
mostrando que 0/0 é equivalente a qualquer fracao, ou seja, qualquer
quantidade numérica.

Agora, para o caso 0° apresentamos o seguinte roteiro:

. Digamos que a’ = x, com a # 0;

Note que x = a® = a’ %2 = (a°)? = x%

Entdo a® é uma solucdo da equacdo x? = x, ou equivalentemente,
x2—x=0;

Podemos fatorar a equacao, chegandoax(x — 1) = 0;

As solucoes dessa equacdo devem ser x =0 e x = 1. Assim, deve-se ter que
a’=0oua’=1;

Se a’= 0, entao a' = a'** = a’a® = a - 0 = 0 0 que n3o pode acontecer.
Assim, a (nica alternativa é que a® = 1;

No entanto, note que se pudéssemos aplicar o processo paraa =0, ambas
as solugoes seriam verdadeiras. Sendo assim, 00 pode ser o ou 1;

®  Portanto 0°é uma indeterminacdo.



Além dessa ambiguidade de valores, é possivel mostrar que 0° poderia
assumir outros valores. De fato, observe que se fosse possivel ter 0o, entio
certamente valeria que:

0=0'=0'4+0=0'-0°=0"0",

indicando que qualquer que fosse o valor de 0°, essa igualdade permane-
ceria sendo verdadeira, justificando o fato de 0° poder assumir qualquer valor.

& CONSIDERACOES FINAIS

Levando em considera¢do o exposto neste trabalho, acreditamos que é
possivel justificar as expressoes indeterminadas do Célculo que surgem na
Educacdo Basica sem fazer mencdo a teoria de limites ou ferramentas do calculo
diferencial, utilizando apenas fatos elementares e que podem ser acessados
pelos alunos, como por exemplo, nos livros didaticos. De maneira alguma,
por outro lado, isso significa que o professor nao possa recorrer a esses meios.
Nesse cenario, acreditamos que os recursos tecnoldgicos e geométricos possam
auxiliar na compreensao. Alias, mencionamos que ha trabalhos que fazem
essa discussdo, como, por exemplo, os que foram utilizados para referenciar
este trabalho.

Como discutido, vimos que a expressao % nao representa uma fracdo,
pois nao pertence ao conjunto dos niimeros racionais. Na tentativa de construir
o conjunto dos nimeros racionais incluindo fra¢des cujo denominador sdo
zero, sao perdidas propriedades e condicOes para se obter um corpo. Além
do mais, as fracdes do tipo X, com k inteiro ndo nulo, também exibem um
comportamento anormal quando operados entre si.

Assim como, ao analisar a indeterminagao 0°, concluimos que necessa-
riamente deve-se por a°=1, quando a+0, para evitar contradi¢des. Contudo,
essas contradicdes ndo aparecem quando consideramos o caso em que a=0.
Inclusive uma das justificativas mostrou uma relagdo entre potencias e fragoes,
indicando que se 0/0 estivesse definido, seria possivel definir 0°. Cabe chamar
atencdo para o fato que embora ndo possua valor fixo, para o desenvolvimento
de alguns conceitos da matematica convenciona-se que 0°=1.

Ao tentar propor esses assuntos de uma maneira mais acessivel para
professores e alunos do Ensino Basico foram desenvolvidas algumas atividades
para explicar de forma compreensivel por quais motivos essas formas sdo
indeterminadas. E importante frisar que tanto o roteiro quanto as atividades
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compbem um material desenvolvido para que o professor do ensino basico
possa abordar essas questdes na aula, podendo ser feitas adaptacoes e mo-
dificacoes, se for necessario.
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O estudo de fendmenos de conducao do calor representa uma area
importante para as ciéncias exatas, devido as diversas situagdes que envolvem
a transferéncia de energia térmica. Problemas que envolvem a difusao de
calor podem ser descritos por uma equacao diferencial parcial denominada
equacao do calor. As equacdes diferenciais possuem grande relevancia para
muitas areas da ciéncia, da matematica e das engenharias, especialmente
por apresentarem aplicacbes em diversos fendmenos do cotidiano. Além
disso, o estudo sobre as equacdes diferenciais em problemas contextuali-
zados permite uma aproximacao entre a teoria e a pratica, visto que muitos
alunos dominam as técnicas de resolucio analitica, mas tém dificuldades
em solucionar problemas. Em particular, as equagoes diferenciais parciais
constituem uma importante ferramenta para descrever situacoes reais por
meio de um modelo matematico. Contudo, a resolucdo de uma equacao
diferencial parcial pode ser complexa, dificultando ou até mesmo impossi-
bilitando a obtengao de solucdes analiticas. Desta forma, é possivel obter
uma solucao aproximada por meio da utilizacdo de métodos numéricos,
como o Método das Diferencas Finitas (MDF). Deste modo, o objetivo deste
trabalho, foi realizar um estudo acerca de um problema de fluxo de calorem



uma haste fina, aplicando métodos de resolucio analitica e numérica para
obterasolucdo da equacao diferencial parcial (EDP) que governa o problema
de valor de contorno (PVC) analisado e, assim, realizar comparacgdes entre os
resultados encontrados. Frente as solucoes obtidas, verificou-se a eficiéncia
do método numérico ao comparar os resultados analiticos com os numéricos
e constatar um baixo erro relativo entre eles.

1 INTRODUCAO

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre o fluxo de calor em uma
haste fina, com o intuito de obter a modelagem matematica que representa
o problema. Este problema que envolve a conducdo de calorem um sélido é
descrito pela Equacdo do Calor unidimensional, da qual foi obtida a solucao
analitica pelo método de separacao de variaveis e a solucdo numeérica por
meio do método das diferencas finitas (MDF). Para que o objetivo fosse
alcancado, primeiramente realizou-se uma revisdo bibliografica sobre as
equacoes diferenciais parciais, problemas de valor de contorno e os métodos
de resolugao analitico e numérico.

As equacdes diferenciais podem ser definidas como equacdes que con-
tém derivadas e podem ser classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a
linearidade. Em particular, quanto ao tipo, existem as equacoes diferenciais
parciais (EDPs) que envolvem derivadas parciais de uma ou mais variaveis
dependentes com relagdo a duas ou mais variaveis independentes. Nesse
sentido, observa-se grande variedade de aplicacdes em diversas areas de
conhecimento, como em ciéncias, engenharia, economia e até mesmo em
psicologia, onde se deseja modelar o comportamento de algum fenémeno
em termos matematicos (ZILL; CULLEN, 2007).

Por sua vez, as equacoes diferenciais parciais sdo de grande importéancia
para resolucdo de problemas mais amplos, especialmente fen6menos que
envolvem a conducio de calor. A equacao diferencial que governa a condu-
cao de calor em sélidos é denominada Equacao de Calor. No entanto, para
determinar o fluxo de calor em uma barra, é preciso solucionar essa equacao
diferencial parcial sujeita a condi¢Ges de contorno e a uma condicdo inicial
(BOYCE; DIPRIMA, 2006).

Contudo, a resolucido de uma equacio diferencial parcial pode ser uma
tarefa dificil. Por conta das condicoes de contorno impostas ao problema,
a obtencao de uma solucdo exata por algum método analitico existente,
torna-se muito complicada ou até mesmo impossivel. Nestes casos, € possivel



encontrar uma solugio aproximada obtida através da utilizacdo de métodos
numéricos (GALINA et al., 2016; CARGNELUTTI! et al., 2017a; CARGNELUTTI
etal., 2017b; VIANA, 2018).

Dentre outros métodos numéricos, o método das diferencas finitas é
largamente utilizado para obter uma aproximacado da solucdo de problemas.
Nesse método, é efetuado o processo de discretizacao do dominio conside-
rado e a EDP é entdo transformada em um sistema de equacgdes algébricas,
substituindo as derivadas por diferencas finitas. O método numérico das
diferencas finitas é facilmente executado em computadores para sistemas
em que utiliza-se a discretizacao por uma malha uniforme, assim, sao utili-
zados softwares como o Scilab para facilitar a resolucao (CHAPRA; CANALE,
2008). O Scilab é um software livre de alto rendimento, com linguagem de
programagao mais simples e que pode ser utilizado para resolver calculos de
certa complexidade. Além disso, apresenta uma variedade de ferramentas
e funcoes matematicas (MAIA-AFONSO; DIAS, 2020).

Assim, neste trabalho, inicialmente foi realizada uma revisio bibliogra-
fica sobre as equacoes diferenciais ordinarias, equacgdes diferenciais parciais
e sobre problemas de valor de contorno. Também foi feito um estudo sobre
os métodos analiticos e numéricos para resolucio das EDPs, em particular,
o método da separacao de varidveis e o método das diferencas finitas. Por
fim, fez-se um estudo da Equagdo do Calor onde foram obtidas a solu¢io
analitica e numérica.

2 REFERENCIAL TEORICO
21 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

De acordo com Boyce e DiPrima (2006), uma equacao diferencial é
uma lei, ou uma prescricao, que estabelece a taxa segundo a qual as coisas
acontecem. Expressas em linguagem matematica, as taxas sao derivadas e
as relagoes sao equacodes que regem o comportamento de algum processo
fisico.

Assim, uma equacio diferencial relaciona determinada funcio com suas
derivadas e para resolvé-la é necessario determinar a fungao que a satisfaz.
Desta forma, segundo Zill e Cullen (2007), define-se:

B Definicao 2.1: Uma equacio que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou
mais variaveis dependentes, em relagdo a uma ou mais variaveis independentes,
é chamada de equacao diferencial (ED).
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Existem fundamentalmente dois tipos de equacdes diferenciais, as equa-
coes diferenciais ordinarias (EDOs) e as equacdes diferenciais parciais (EDPs).
No entanto, para um estudo eficiente acerca das EDPs, é necessario dominar
os conceitos e propriedades basicas das EDOs, pois, quando conveniente, para
chegara solucdo do problema, busca-se simplificar os calculos transformando
a EDP em uma ou mais equacoes diferenciais ordinarias (SILVA, 2016).

Segundo Boyce e DiPrima (2006), a classificacido em EDO ou EDP diz
respeito a quantidade de variaveis independentes envolvidas, ou seja, se a
funcdo desconhecida depende de uma Gnica variavel independente ou de
diversas variaveis independentes.

Além da classificacdo quanto ao tipo, Zill e Cullen (2007) apontam que
as equacoes diferenciais também podem ser classificadas de acordo com a
ordem e a linearidade.

Na classificacdo quanto ao tipo, tem-se as equacdes diferenciais ordi-
narias e as equagoes diferenciais parciais, que segundo Zill e Cullen (2007)
podem ser definidas como:

B Definicdo 2.2: Se uma equagdo contém somente derivadas ordinarias de uma
ou mais variaveis dependentes, com relagao a uma tnica variavel independente,
ela é chamada de Equacao Diferencial Ordinaria (EDO).

B Definicio 2.3: Se uma equacdo envolve as derivadas parciais de uma ou mais
variaveis dependentes de duas ou mais variaveis independentes, ela é chamada
de Equacgdo diferencial Parcial (EDP).

De maneira geral, Boyce e DiPrima (2006), apontam que uma equagao
diferencial ordinaria de n-ésima ordem com uma variavel dependente y pode
ser representada da forma:

F(x,y,y',...,y(”))zo (2.1)

dy

dxn’
Além disso, quando se é possivel explicitar a n-ésima derivada na equacao

(2.1), obtém-se a EDO:

onde F é uma funcao de valores reais comn + 2 varidveis em que y» =

W= f(pyhe ) @2

a qual é denominada de forma normal de F.



As equacdes diferenciais sao classificadas também, quanto a sua lineari-
dade. Assim, conforme Boyce e DiPrima (2006), uma equacao diferencial do
tipo (2.1) é dita linear se F é uma funcao linear das variaveis y, ¥/, .., yn. De
maneira andloga, a definicdo é aplicada nas equagoes diferenciais parciais.
Desse modo, a forma geral de uma EDO linear de ordem n é dada por:

d" d" 'y dy

Y ’ )= (2.3)
a,(x +a, (x P ocotP @03 +ay(x X).
2 (X) " n1 (%) 1 1 )dx 0(X)y =g(x)

Analisando a equacao (2.3), Zill e Cullen (2007) apresentam as duas
propriedades que caracterizam a linearidade de uma equacao diferencial:

(i)  Avariavel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau,
isto é, a poténcia de cada termo envolvendo y é1.

(i) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.

Uma equacao que nao satisfaz as condices anteriores é chamada de
nao linear.

E importante destacar que os métodos utilizados para resolver equacdes
lineares estdo bastante desenvolvidos em comparagao com a teoria matema-
tica para equacoes nao lineares. Sendo assim, é favoravel que os problemas
que envolvem equacoes diferenciais ndo lineares sejam aproximados por
equacOes lineares, processo este que recebe o nome de linearizacio (BOYCE;
DIPRIMA, 2006).

Ao se deparar com problemas que envolvem equacdes diferenciais,
tem-se como objetivo encontrar suas solugdes. Desta forma, de acordo com
Zill e Cullen (2007), tem-se:

B Definicdo 2.4: Qualquer fun¢do f definida em algum intervalo I, que, quando
substituida na equacdo diferencial, reduz a equagiao a uma identidade, é
chamada de soluc¢io para a equagao no intervalo.

Ou seja, a solucao de uma EDO na forma da equacio (2.2) é uma funcao
f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equacao, isto é,

Fx,f(x), £ (%) f7(x) = 0| (2.0)

para todo x no intervalo I. Ressalta-se que o intervalo I, conhecido por
intervalo de defini¢do, intervalo de existéncia, intervalo de validade ou dominio
da solugado, pode representar um intervalo aberto, fechado ou até mesmo
infinito (ZILL, 2012).
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As equactes diferenciais podem admitirinfinitas solucoes, exatamente uma
ou nenhuma solucdo. Em particular, quando resolve-se uma equacio diferencial
de ordem n, procura-se um nimero infinito de solu¢des correspondentes ao
nimero ilimitado de opgdes dos pardmetros, formando assim uma familia de so-
lucdes, na qual a funcdo nula, chamada solucdo trivial, esta inserida (ZILL, 2012).

Além disso, quando a equacao diferencial nao depende de parametros
arbitrarios, obtém-se uma solucio particular, de modo que a solucio geral é
dada pelo conjunto de todas as solu¢Ges. Para encontrar uma solucao particular,
basta determinar valores especificos para os parametros na familia de solucoes
(ZILL; CULLEN, 2007).

Uma equacao diferencial que satisfaca determinadas condicoes auxiliares
sobre a fun¢doincégnita e suas derivadas constituem problemas de valor inicial
ou problemas de valor de contorno. Para encontrar a solugdo de problemas
de valor inicial ou de contorno, é necessario determinar uma funcao que,
simultaneamente, resolve a equacdo diferencial e satisfaz todas as condicoes
auxiliares especificadas (BRONSON; COSTA, 2008).

De acordo com Zill (2012), um problema de valor inicial (PVI) é formado
poruma equacao diferencial e por condicoes auxiliares impostas a uma funcao
desconhecida e suas derivadas em um ponto x,. Assim, a equacao diferencial
(2.3), definida em algum intervalo I contendo x,, quando sujeita as condicdes
iniciaisy(x,) =y,, y'(x,) =¥, . y"Y(x,) =, _, especificadas no ponto x0, tem-se
um PVI que pode ser expresso como:

a" Vv n-1
ay (X) dX” + Ay (X) dx"i]

' -1
Y(x0) =0, Y'(X) = V15 -5 )’(” )(Xo) =Vn-1-

d
+...+a,(x)d—§+ag(X)y:g(x) (2.5)

Para resolver um problema de valor inicial de ordem n da forma (2.5),
é preciso determinar as constantes na familia de solucdes a n parametros da
equacio diferencial dada, por meio da aplicagdo das n condigbes iniciais de
x0, resultando assim, na solucdo particular para algum intervalo I que contém
o ponto inicial x, (ZILL, 2012).

Além disso, Zill (2012) enuncia um teorema que da condicdes suficientes
para a existéncia e a unicidade de solugdes de um problema de valor inicia:

BTeorema 2.5: Sejam a_(x), a, —1(x), ..., a,(x), a,(x) e g(x) continuas em um
intervalo I e seja an(x) # 0 para todo x nesse intervalo. Se x = x, for um ponto
qualquer nesse intervalo, entao existe uma Unica solugao y(x) do PVI (2.5) nesse
intervalo.



Um problema de valor de contorno (PVC) é um tipo de problema que
envolve uma equacdo diferencial linear de segunda ordem ou superior, no
qual a variavel dependente y ou suas derivadas sdo especificadas em pontos
diferentes, sujeita a condices auxiliares denominadas condi¢des de contorno
(ZILL, 2012).

De acordo com Zill e Cullen (2007), um PVC composto por uma equacgao
diferencial de ordem n sujeita a n condicdes de contorno é dado por:

n n-l1
a, (x)ﬂ +a,_ (x)d—:r +...+q (x)d—y +ay(x)y = g(x)
dx" dx" dx

' n-1
¥(x) =30, Y &) =315 o0 VP ) =V,

(2.6)

emquey,y, ..,¥, sa0 constantes reais. Um problema de valor de
contorno na forma (2.6) pode ter muitas soluc¢oes, uma tnica ou nenhuma
solucdo, mesmo quando as condicdes do Teorema de Existéncia e Unicidade
(2.5) estiverem satisfeitas.

Os problemas de valor de contorno s3o tratados frequentemente para
caracterizar sistemas de engenharia em que a variavel tempo aparece, como
por exemplo, a distribuicao estacionaria de temperatura em uma haste fina
aquecida (CHAPRA; CANALE, 2008).

Com o propésito de determinar as solugoes das EDOs, é imprescindivel o
estudo de alguns conceitos basicos sobre as EDOs lineares de ordem superior,
0S quais sao expostos nesta secao.

B Definicao 2.6: Um conjunto de fungdes f (x), f, (%), ... f, (x) é dito linearmente de-
pendenteemumintervalo/,seexistemconstantesc,,c,, ..., ¢, ndotodasnulas, taisque

c]ji(x) +c2f2(x) +...+c,,j,',(x) =0

para todo x no intervalo. Caso contrario, se o conjunto de fungoes nao
é linearmente dependente no intervalo, esse conjunto é dito linearmente
independente (ZILL, 2012).

Para verificar aindependéncia linear das n solu¢des de uma EDO linear
homogénea de ordem n, utiliza-se o chamado wronskiano das funcoes.

l Definicao 2.7: Considerando que f, (x), f,(x), ... f,(x) sejam diferenciaveis pelo
menos n — 1 vezes, entdo, o determinante,
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é chamado de Wronskiano das funcdes.
Com base no Wronskiano, é estabelecido um teorema que proporciona
condicdo suficiente para a independéncia linear de funcoes.

BTeorema 2.8: O conjunto (f,(x), f,(x), ..., f,(x))de n solucdes para a equagdo
diferencial homogénea é linearmente independente em [ se, e somente se, 0
wronskiano dessas funcdes for diferente de zero.

Quando consideram-se as solu¢des de uma EDO linear de n-ésima
ordem homogénea, vale o principio da superposicdo, conforme o Teorema
(2.9), o qual determina que a soma de duas ou mais solucoes é também
uma solucdo.

BTeorema 2.9: Sejamy,, y,, .., y, solucdes para a equacao diferencial linear de
n-ésima ordem homogénea, em um intervalo I . Ent3o, a combinagao linear,

Y= (X) +Cy)) (X) +...+ Cr Vi (X),

emquec,i=1,2,.., k sdo constantes arbitrarias, € também uma solucao
no intervalo.

A partir do Teorema (2.9), segue-se que um mdltiploy = ¢ y, (x) de uma
solugdo y, (x) para uma equacao diferencial linear homogénea é também
uma solucdo. Além disso, uma EDO linear homogénea sempre possui uma
solucdo trivial y = 0.

O conjunto de n solugdes linearmente independentes para a equacao
diferencial linear homogénea de n-ésima ordem é chamado de conjunto
fundamental de solugdes no intervalo. Em um conjunto fundamental de
solucdes pode-se definir a solucdo geral da equacao nointervalo I, a qual
é dada por:

y:cly,(x) +c2y2(x) +...+c”y”(x), 2.7)

emqueos ¢,i=12,.,n s30 constantes arbitrarias (ZILL, 2012).



Quanto as EDOs lineares nao-homogéneas, tem-se que qualquer
fungioyp, independente de parametros, que satisfaca a expressao (2.3),
é chamada de solucdo particular para a equacdo. Assim, sejayp uma
solucdo qualquer para a equagao nao-homogénea (2.3) em um intervalo
lesejamy,y, ..,y, um conjunto fundamental de solu¢bes para a EDO
homogénea associada no intervalo, entdo, a solucdo geral da equacao
em I é dada por:

y:(’.lyl(x) +C2y2(x) +...+c”y”(x) +y/)’ (28)

ondec, c, .., ¢, sdo constantes arbitrarias (ZILL, 2012).

A combinacao lineary_(x) =c,y,(x) + c,y,(x) + ... + ¢,y (x) +y,em
(2.8) é chamada de fungao complementar para a EDO. Portanto, a solucio geral
para uma EDO linear nao-homogénea é definida por:

Y==Y.+, (2.9

2.2 EQUAGOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Comoja exposto nasecio (2.1), as equacdes diferenciais parciais (EDPs)
sdo equacoes que envolvem as derivadas parciais de uma ou mais variaveis
dependentes, com relacdo a duas ou mais variaveis independentes, ou seja,
equacoes que contém as derivadas parciais de uma funcdo de varias variaveis
(ZILL; CULLEN, 2007).

Conforme lério (2018), de maneira mais precisa, uma equacio diferen-
cial parcial que envolve a variavel dependente u e nvaridveis independentes
x1, x%, ..., x", pode ser representada pelo simbolismo:

) 2 k

i Ou ou 0°u o“u o'u

Bl DS SO B (2RI @)
ox ox, Oxi 0Ox,0x,, ox

“n

onde F € uma funcao das varidveis indicadaseu = u (x, x,, ..., x ) éa
funcdo que se deve determinar.

E importante salientar que a classificacio de EDPs quanto a ordem e a
linearidade é analoga a classificacdo das equagbes diferenciais ordinarias.
Desta maneira, a ordem de uma EDP é dada pela derivada parcial de maior
ordem que ocorre na equacao, assim, a equacao (2.10) pode ser classificada
como uma equacio diferencial parcial de ordem k (IORIO, 2018).
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De acordo com Zill e Cullen (2009), a forma geral de uma equacao dife-
rencial parcial de segunda ordem linear, que envolve a variavel dependente
u e as variaveis independentes x e y, pode ser representada por:

o%u o’u o%u ou ou
A—+B +C—S+D—+E_—+Fu=G, (2.11)
Ox oxoy oy ox oy

onde os coeficientes 4, B, C, ..., G sdo constantes ou funcbes de x e y.

Quando o termo que nao contém a variavel dependente foriguala 0, ou
seja, G (xy) = 0, a equacao (2.11) é dita de homogénea, caso contrario, ndo
homogénea (ZILL; CULLEN, 2009).

Segundo Zill e Cullen (2009), para encontrar a solu¢do de uma equagado
diferencial parcial linear da forma (2.11), é preciso determinar uma funcao
u(xy) de duasvariaveis independentes que possui todas as derivadas parciais
ocorrendo na equagao e que satisfaca a equacao em algumaregiaodo planoxy .

Neste trabalho, nao serao abordados os procedimentos para obter
solucdes gerais de uma equacgao diferencial parcial linear, visto que a
obtencao de solugdes gerais para estes tipos de equagoes ndo é simples, e
nem sempre é (til em aplicacdes. Desta forma, nossa intencao sera explorar
procedimentos para obtencao de solucoes particulares de EDPs lineares
(ZILL; CULLEN, 2009).

Durante os dois tltimos séculos, foram desenvolvidos diversos métodos
para se resolver equacdes diferenciais parciais. Dentre estes, o0 método de
separacao de variaveis é o método analitico mais antigo, tendo sido essencial
nas investigacoes sobre ondas e vibracGes feitas pelos matematicos D’Alem-
bert, Daniel Bernoulli e Euler em torno do ano de 1750 (COSTA; DIAS, 2018).

Apesar dos muitos métodos existentes, Zill e Cullen (2009) abordam o
método da separacio de variaveis para a obtencao de solucdes particulares de
uma EDP linear, método este que consiste em determinar uma solugdo particular
que pode ser escrita como um produto entre uma fun¢do x e uma fungdo y:

u(x,y) =X(x)Y(y). (212)
Considerando esta afirmagao, observa-se que em alguns casos é possivel

reduzir uma EDP linear que envolve duas varidveis independentes a duas
EDOs, como ocorre em,

3 B 52 02
ou ou o“u o“u
—=X'Y, —=XY/, X"Y, —-=XY",
Ox 7 ox (’,’y“



Contudo, a separacao de varidveis ndo é considerado um método geral
para obtencao de solucdes particulares devido a existéncia de EDPs lineares
que nao sao separaveis (ZILL; CULLEN, 2009).

Uma propriedade fundamental para o estudo das equacdes diferenciais
parciais é o Principio da Superposicio, que baseia a aplicagdo do método da
separacdo de variaveis de EDPs. Desta maneira, Zill e Cullen (2009) enunciam
0 seguinte teorema:

B Teorema 2.10: (Principio da superposicao) Se u,, u,, ..., u, forem solucées de
uma equacao diferencial parcial linear homogénea, entdo a combinagao linear,

u= Clul +02M2 +...+Ck1/lk,

onde c,i=1,2,..,k sdo constantes, € também uma solugao.

Além disso, sempre que tivermos um conjunto infinito u,, u,, u,, .. de
solucoes de uma equagao linear homogénea, podemos ainda construir outra
solucdo u formando a série infinita,

©

u= Zc,‘,uk (2.13)

k=1

onde ¢, k=1,2,.. sdo constantes (ZILL; CULLEN, 2009).

Uma equacio diferencial parcial de segunda ordem linear, com duas
variaveis independentes de coeficientes constantes, pode ser classificada
como hiperbdlica, parabdlica ou eliptica, dependendo apenas dos coe-
ficientes das derivadas de segunda ordem. Assim, de acordo com Zill e
Cullen (2009), considerando que ao menos um dos coeficientes A, B e C
nao seja zero, define-se,

a Definicdo 2.11: A equacao diferencial parcial de segunda ordem linear

o%u o%u o%u ou Ou
~+B—+C—+D—+E—+Fu=0, (214)
ox Ox0y oy Ox oy

A

onde A, B, C, D, E e F e F sao constantes reais, é dita ser hiperbélica se
B?- 4AC > 0, parabdlica se B?- 4AC = 0, eliptica se B?- 4AC < 0.

Desta forma, Siqueira (2019) aponta que a equacao (2.14) é considerada
eliptica quando as suas raizes sdo complexas, hiperbdlica quando as raizes
da equacido s3o reais e distintas, e parabdlica quando possui raizes reais e
alguma é repetida.



2.3 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

De acordo com Nascimento e Silva (2013), os métodos numéricos surgiram
em virtude do avango computacional, juntamente com essa necessidade de se
obter solucoes de questdes cada vez mais complexas. A ideia principal destes
métodos € a discretizacao, que reduz o problema continuo, com um nimero
infinito de variaveis, em um problema discreto, com um nimero finito de
variaveis.

Por meio da aplicacdo de métodos numéricos objetiva-se, portanto,
encontrar uma solucdo numeérica préxima da solucio exata do problema,
visando sempre diminuir a diferenca entre as duas solugoes, de modo que
o método seja considerado valido. Existem atualmente inidmeros métodos
numéricos utilizados para a soluciao de problemas cientificos, contudo, neste
trabalho iremos evidenciar o chamado de Método das Diferencas Finitas
(MDF) (SILVA, 2016).

O Método das Diferencas Finitas (MDF) é um método largamente utilizado
para encontrar solucdes numéricas de EDPs, contudo, iremos inicialmente
apresentar alguns desenvolvimentos com foco nas EDOs.

A ideia basica do método das diferencas finitas, de acordo com Lopes
e Ruggiero (1996), consiste em aproximar as derivadas que aparecem na
equacao original por férmulas de diferencas finitas que dependem apenas
da funcao incoégnita, gerando assim um sistema de equacoes algébricas
que pode ser resolvido pelos métodos existentes de resolucido de sistemas.

No MDF, por meio do processo de discretizacdao, o dominio continuo
da equacio é substituido por uma malha de pontos, e assim baseia-se em
resolver a equacdo diferencial somente em pontos discretos do dominio.
Esse processo de discretizagao se da pela subdivisdo da area de interesse
em pequenas regides retangulares finitas com dimensdes Ax e Ay pre-
viamente estabelecidas, onde a malha é gerada por meio da interseccao
dessas regides (VIANA, 2018).

Desta forma, segundo Lopes e Ruggiero (1996), para aplicacao do mé-
todo considera-se um intervalo de solucao [a, b], emque a =x,eb = x ,
entdo divide-se o intervalo [a, b] em n partes iguais de comprimento
h = (b - a)/n cada. A partir dessa subdivisao do intervalo continuo, faz-se
a discretizagdo do dominio, e assim pode-se definir os demais pontos x,
pertencentes ao dominio discreto e aproximar os valores de y, por,

X, =X +kh, k= 0,12, ,(n —1), (2.15)



Vi =y(x)=y(xy +kh), £=0,1,2,...,n. (2.16)

As aproximacoes por meio de diferencas finitas mais utilizadas para
as derivadas de primeira ordem no ponto x, sdo as diferencas centrada
(2.17), progressiva (2.18) e regressiva (2.19), indicadas respectivamente pelas

equacoes,
' Yir1 — Vi
X )=———, 2.1
Y'(x;) o (2.17)
y(x) = y,'+1h_ Vi i (2.18)
y'(X,-) :% (2.19)

Do ponto de vista geométrico, estas aproximagoes por meio de diferencas
finitas centrada, progressiva e regressiva podem ser verificadas na Figura 1,
onde estdo sendo ilustradas juntamente com a derivada exata no ponto x,.

Figura1: Aproximacoes da derivada por meio de diferencas
progressiva (dpm), centrada (d_ ) e regressivad _juntamente

com a derivada exata (d_ ) da fungdo f(x) .
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Fonte: Os autores (2021).



Quando utilizamos essas diferencas finitas para aproximar as de-
rivadas, um erro é cometido. Deste modo, utilizando a série de Taylor é
possivel expandir essas diferencas para medir o erro cometido (LOPES;
RUCGIERO, 1996).

De acordo com Guidorizzi (2001), dada uma fun¢io y (x) derivavel até a
ordemn nointervalo/ = [a, b] ,em que x, pertenceal, € possivel aproximar
y pelo polinémio de Taylor, de modo que o polindmio de n-ésima ordem de
yemvolta de x, é dado por,

n)
P,(x) = y(5) + ¥ (6 (x = x)+y; D x)? bt ( )< _x)'.  (2.20)

Sendo assim, o polindmio (2.20) é uma fungao aproximada dey emvolta
do ponto x, em que p,(x) = y (x) € umaaproximacao linear, p, (x) = y (x) €
uma aproximagao quadratica, p, (x) = y (x) € cdbica, dentre outros.

Conforme Lopes e Ruggiero (1996), com a finalidade de medir o erro local
cometido ao utilizar a aproximacao por diferencas, considera-se um ponto &
entre x e x, tal que a formula de Taylor pode ser expressa como,

y(x):y(x,-)+y’(x,-)(x—x,-)+y”( )(x EN
(2.21)
(n) (n+1)
Y (xi) . n Y (5\') _ .n+l
TR T

Assim, paran = 1 a equacao (2.21) é descrita da forma,

y”(§ )

Y(X) = y05) + Y06 (x = x) + =25 (x = %)%,

e, nopontox =x, = X+ h,aequacio é dada por,

Y'(Gi1)
2

2
(% — %)

Y(Xii) =y () + ¥ () (X — ;) +
Ao substituir x_ - x, = h naequacaoeisolary’(x) , obtém-se a derivada
primeira,

V()= w V(&)

em que o Ultimo termo representa o erro estimado ao realizar uma
aproximacao da derivada primeira pela diferenca progressiva, erro esse da



ordem de h. Entdo, aproximando os valores exatos y (x,,,) e y (x) pory, e
Y, respectivamente, tem-se,

Y(x)=~ % (2.22)

De forma analoga, é possivel constatar que o erro cometido ao utilizar a
diferenca regressiva é também da ordem de h . Com o intuito de dimensionar
o erro cometido ao utilizar a diferenca centrada, considera-se n = 2 na ex-
pressdo (2.21), obtendo assim a derivada primeira que pode ser aproximada
pela expressao,

’ Yit1 = Via
X;)~ Lims s (2.23)
Y'(x;) h

De acordo com Lopes e Ruggiero (1996), o erro na formula de diferenca
centrada é da ordem de h? e, como h < 1, esta férmula é mais precisa que as
outras duas e, por esta razao, ela é a mais empregada.

Utilizando novamente a série de Taylor, é possivel deduzir também uma
aproximacao para a derivada segunda, bem como a expressao para o erro co-
metido. Para tanto, considera-se n = 3 na equacao (2.21) e utilizam-se os pontos
X,,, € X, . Assim, a aproximagdo da derivada segunda € dada pela expressao,

Viel =2Yi + Vi

pE ., (224)

y"(x,-) &

com erro na ordem de h2.

3. ESTUDO DE CASO

31 EQUACAO DO CALOR

De acordo com Cengel e Chajar (2012), o calor é a energia térmica que
pode ser transferida de um sistema para outro devido a diferenca de tempe-
ratura entre eles. Logo, sempre que existir uma diferenca de temperatura em
um meio ou entre meios, havera, necessariamente, transferéncia de calor. De
forma geral, a conducio do calor em um meio é tridimensional, dependente do
tempo e da temperatura do meio. Desse modo, os problemas de transferéncia
de calor podem ser classificados como permanentes ou transientes. O termo
permanente implica que a temperatura nao varia em nenhum ponto no meio



ao longo do tempo, enquanto transiente implica variagao com dependéncia
do tempo (CENGEL; GHAJAR, 2012).

3.2 CARACTERISTICAS DO PROBLEMA

A Equacao do Calor é uma equacio classica da fisica matematica associada
a teoria do fluxo de calor, isto €, calor transferido por condu¢ao em um meio.
Ela pode ser aplicada desde os casos mais simples, como para determinar
a variagdo de temperatura em uma haste fina, até a conducio transiente e
multidimensional em geometrias complexas.

Aequacio do calor unidimensional envolve duas variaveis independentes
x et e uma variavel dependente u (x, t), sendo representada da forma,

o’u  ou

k—=—,k>0. (31
ox= ot

A equagao do calor é uma equacio diferencial parcial parabdlica de se-
gunda ordem linear, em que a variavel x representa uma dimensao espacial,
t representa o tempo e a funcao u (x, t) é a temperatura.

Considera-se uma haste circular fina de comprimento L, cuja secao
transversal tem area A, feita de um material condutor uniforme de calor tal
que coincida com o eixo x no intervalo [0, L], conforme a Figura 2.

Suponhamos que a superficie lateral da barra esteja isolada termicamente
de modo a ndo permitir, através dela, transferéncias de calor com o meio
ambiente. Logo, a uniformidade do material e o isolamento térmico lateral
implicam que o fluxo de calor no interior da haste se dé somente na direcao
X, e, portanto, tem-se um problema de conducio do calor em uma Gnica
dimensao (FIGUEIREDO, 1977).

Figura 2—Fluxo de calor unidimensional

secao transversal de drea A

i i g
—=N )=
= v e
w W 5

=Y

0 x x4+ Ax

Fonte: Zill e Cullen (2009).



Considera-se também que a haste é homogénea, isto é, a sua massa
por unidade de volume, densidade p , é uma constante, além de que o calor
especificoy eacondutividade térmica K do material da haste sao constantes
(ZILL; CULLEN, 2009).Desta forma, conforme Zill e Cullen (2009), ao considerar
uma haste fina de comprimento L com uma temperatura inicial f{x) por toda
a haste e cujas as extremidades sejam mantidas a temperatura zero para todo
otempot> 0, o problema da conducio do calor consiste em determinar a
temperatura u (xt) na haste a partir do problema de valor de contorno dado por,

o’ ou
: o :O_f’
u(0,6)=0, u(L,t)=0, >0 (3.2)
u(x,0) = f(x), O<x<lL

O<x<L,t>0

3.3 RESOLUGAO ANALITICA

O problema fundamental de conducao de calor é encontrar uma solucao
u (xt) que satisfaz a equacgao diferencial (3.1) para 0<x<L0e t> 0, sujeita
as condi¢des inicial e de contorno as quais a haste fina esta submetida. Desse
modo, para obter a solu¢io analitica do problema de valor de contorno (3.2)
serd utilizado o método da separacio de varidveis, que consiste em usar a
separacdo de varidveis para determinar uma solucdo particular do problema.

Ao verificar que a variavel u sé aparece na primeira poténcia em toda
equacio, tem-se que o problema de conducio de calor € linear. Além disso, a
EDP e as condicdes de contorno sio, também, homogéneas. Isso sugere que
é possivel abordar o problema buscando solugdes da equacao diferencial e
das condi¢Ges de contorno, fazendo depois uma superposicdo para satisfazer
a condicdo inicial (BOYCE; DIPRIMA, 2006).

Pretende-se buscar outras solucdes, ndo-nulas, para o PVC (3.2), por
meio da hipdtese de que u (x,t) € um produto de duas outras fun¢des, uma
dependente apenasde x e aoutra dependente apenasde t, ou seja, procura-se
solucoes do problema na forma,

KX'"T'=XT", (3.3)

Substituindo u dada em (3.3) na equacao do calor (3.1), obtém-se,

X'T=XT',  (3.4)



em que a linha se refere a diferenciacao usual em relacio a variavel
independente, seja elax out.Aequacdo (3.4) é equivalente a,
£1L gy
X kT
em que as variaveis estiao separadas, isto é, a expressao a esquerda
da igualdade depende somente de x e a expressao a direita depende
apenasdet.
Para que a equacao dada em (3.5) sejavalida para O<x<LO0 et <0,
é necessario que ambos os lados sejam iguais a mesm a constante. Caso
contrario, se uma variavel independente fosse mantida fixa e se fosse
permitida que a outra variasse, um dos lados da equagao permaneceria
constante enquanto o outro estaria variando, violando, portanto, a igual-
dade (BOYCE; DIPRIMA, 2006).
Desse modo, ao denotar essa constante de separagio por -4, entao a
equacio (3.5) fica,

X" 1T . (3.6
X kT

Considera-se a constante de separa¢io por -A , em vez de A, pois essa
constante serd negativa e é conveniente exibir o sinal de menos explicitamente.

A partir da expressao (3.6), obtemos duas equacdes diferenciais ordinarias
para X (x) e T (t),sendo elas,

X"+ AX =0, (3.7)

T'+ kAT =0. (3.8)

Cada uma dessas equacgdes pode ser resolvida imediatamente para
qualquer valor de A, o que implica que o produto de duas solucdes das
equacoes (3.7) e (3.8), respectivamente, fornece uma solucdo para a equacio
diferencial parcial (3.1). Contudo, buscamos apenas as solu¢des da equacao
do calor que satisfacam, também, as condig¢des de contorno, restringindo
assim os valores possiveis para A .

Substituindo u (xt) dada pela equacgao (3.3) na condicdo de contorno
em x =0, obtém-se,

u(0,¢) = X(0)I'(¢)=0. (3.9)



Analisando a equacao (3.9), tem-se que X(0) = 0 ou T(t) = 0. Se a
equacao fosse satisfeita escolhendo-se T(t) como sendo zero para todo t,
entdo u (xt) seriazero paratodo x e t, mas essa possibilidade ja foi rejeitada.
Portanto, a equacao deve ser satisfeita impondo-se a condicao,

X(0)=0.  (3.10)

De forma semelhante, a condicio de contorno em x = L implica que,

X(L)=0. (3.11)

Considerandoa EDO homogénea (3.7) sujeita as condicoes de contorno homo-
géneas (3.10) e (3.11), tem-se a formacao do problema de Sturm-Liouville regular,

X"+AX =0, X(0)=0, X(L)=0. (312)

Para fazer a resolucdo do PVC em (3.12), de acordo com Zill e Cullen
(2009), consideram-se trés casos possiveis para o pardmetro A : zero, negativo
e positivo. Portanto, uma solucao do problema de conducao de calor (3.2) é
indicada pela série infinita,

© (L
u(x,f) = %Z[J.O f(x)sen%xdx] ek D sen% x. (3.13)

n=1

Destaca-se que o método da separacao de varidveis produz um candi-
dato para a solugao da EDP, podendo existir outras solugoes que nao foram
consideradas pelo método. No entanto, 16rio (2018) prova em seu livro a
unicidade dos problemas envolvendo a equacdo de calor a uma dimensao.
Deste modo, o problema (3.2) tem, de fato, uma Gnica solucao, sendo a
funcdo indicada em (3.13).

Sendo assim, ao considerar uma haste fina de comprimento L = com
temperatura inicial u (x,0) = 100 por toda a haste e difusividade térmica
k =1, cujas extremidades sejam mantidas a temperatura zero para todo o
tempo t > 0, tem-se que a temperatura u (xt) na haste, com0<x <, é
determinada a partir do PVC dado por,

d’u  du
oxz = ot

u(0) =0 (3.14)
u(m,t) =0
u(x,0) =100.
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Desta forma, verifica-se que os coeficientes A paraasolugao do problema
de valor de contorno (3.14) sao definidos por,

AH = 200{1_(_1)
T

}- (3.15)

n

E, portanto, conforme a solucdo geral apresentada em (3.13), a solugao
analitica u (xt) do PVC (3.14) é indicada pela série infinita,

2008 1=(=1)" |,
u(x,t)ﬂZ[(n)}e "sen(nx). (3.16)

n=l1

3.4 RESOLUCAO NUMERICA

A solucao numérica da Equacdo do Calor serd obtida por meio do
Método das Diferencas Finitas, cuja ideia basica consiste em aproximar
as derivadas presentes na equacao por expressoes de diferencas finitas.
Além do mais, neste método numérico, o dominio continuo da equacao
é substituido por uma malha de pontos, por meio de um processo de
discretizacdo.

Para obter a solugao numérica do PVCdo calor (3.2), em vez de trabalhar
com a regiao semi-infinita no plano xt definida pelos intervalos0 <x<Le
t > 0, serd utilizada a regido retangular definidapor0 < x < Le,onde T é
algum valor especifico de tempo. Sobre essa regido, posiciona-se uma malha
retangular constituida por retas verticais espacadas por h, unidades e retas
horizontais afastadas h, unidades entre si.

Desta forma, ao escolher quaisquer dois inteiros positivos n e m,
obtém-se,

T

L
h,=—e¢e h=—,
n m

entao as retas verticais e horizontais da malha s3o definidas por,
x;=ih,,i=0,1,2,.,n e £ =jh,, j=0,1,2,...,m.
Inicialmente, objetiva-se obter a solugdo numérica do PVC (3.14), desta

forma, considera-se uma haste fina de comprimento L = = com temperatura
inicial u(x,0) = 100 por toda a haste e difusividade térmica k = 1, cujas



as extremidades sejam mantidas a temperatura zero para todo o tempo
0 < t <6, assim a temperatura u(x,t) na haste, com 0 < x < m, é deter-
minada a partir do PVC,

*u _ ou

o o

u(0,6)=0 (3.17)
u(z,t)=0

u(x,0)=100.

A primeira etapa da aplicacdo do MDF consiste em definir o dominio
discreto onde a solucdo sera buscada, em particular, para o caso apresenta-
do anteriormente, tem-se uma regido retangular definidaporo = x < e
0 < t < 6. Paradiscretizar o dominio, a principio divide-se o intervalo [0,7]
emn = 6 subintervalos igualmente espacados, em que cada subintervalo
tem comprimento h, = (r — 0)/6 = /6. A Figura 3 apresenta a malha
unidimensional para quando n = 6.

Figura 3: Malha unidimensional quandon = 6
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Fonte: Os autores (2021).

Para definir o espagamento k,, adota-se a relagao,

kh
A =h—2’, (318)

em que k = 0 é a constante de difusividade térmica. Esta relacao
vem da discretizacdo da equacao do calor pelo MDF. Como condicdo
de estabilidade do método numérico, é necessario que 1 < 1/2, caso
contrario o método é considerado instavel, isto é, quando os erros de
arredondamento ou qualquer outro erro crescem muito rapidamente com
a realizacdo dos calculos (ZILL; CULLEN, 2009). Sendo assim, admitindo
A < 1/4 obtém-se que,



2
] ? (3.19)

1(

2 o VA

g4 =7 ~0,068539.
144

Yk 1

Portanto, sobre aregiao definidaporo < x =< me 0 < t = 6, posiciona-se
uma malha retangular formada por retas verticais espacadas por k, = w/6
unidades e retas horizontais afastadas h, = m?/144 unidades entre si, ou seja,
as retas verticais e horizontais sao definidas por,

X =20i=0,1,2, ..,6
6

2

2
t,=——1j,j=0,1,2,..88.
I YVE

Para aproximarasolucao u(x,t) daequacao do calor unidimensional (3.1),
devemos substituir as derivadas por quocientes de diferencas. Em particular,
requer aproximacoes para a derivada segunda na variavel espacial e para
derivada primeira na variavel tempo. Deste modo, utiliza-se a aproximacao
por diferenca central de segunda ordem na varidvel espacial, dada por,

%z%[u(,\‘,t+h,)—u(,\‘,t)]. (3.20)

t

e, aaproximacao por diferenca progressiva de primeira ordem na variavel
tempo, expressa da forma,
Ou

azhit[u(x,wrh,)—u(x,t)]. (3.21)

Com isso, substituindo as aproximacoes (3.20) e (3.21) na EDP do calor
(3.1), obtém-se a equacao,

:—2[11(1(-9— he,t) =2u(x,t) +u(x—he,t)] = hl[u(x,t +h,) —u(x,1)], (3.22)

ouainda, adotando as simplificacbes u(x,t) = i, u(x+h,t) = Uieq g,
u(x —h,,t) =u;_yeulxt+h) =u,,.,, obtém-se a equacio discretizada,
kh,

B2

[0, =2y +upy 1= 0 —uy, (3.23)



a qual, considerando a relacdo A = kh,/h® e isolando o termo Yij+1,
pode ser reescrita como,

Ui a1 = luMJ +(1- Zl)u,j + /Iu,,lﬂj. (3.24)

A equacio (3.24) pode ser escrita para todos os nds interiores da barra.
Ela entao fornece um meio explicito de calcular valores em cada né para
um instante futuro baseado nos valores atuais do n6 e em seus vizinhos.

De acordo com Lopes e Ruggiero (1996), o erro pode ser expresso como
erro absoluto E,, obtido pela diferenca entre o valor analitico x e o valor
aproximado , isto é, E, = |x — &|. Contudo, por vezes o erro absoluto nao
é suficiente para descrever a precisao do calculo, entdo utiliza-se o erro
relativo E,., que considera a ordem de grandeza dos niimeros envolvidos e

é definido por,

|x—x|

Er= (3.25)

X

Quanto a solucido numérica, foi realizada a implementacdo computa-
cional da equacao (3.24) por meio de um cédigo desenvolvido no software
Scilab. O Scilab é um software livre de alto rendimento com linguagem de
programacao simples, que apresenta uma variedade de fun¢des mate-
maticas e ferramentas que proporcionam a resolugio de calculos de certa
complexidade.

Os valores resultantes da simulacdo numérica foram escritos em ar-
quivo, para que fossem utilizados na andlise grafica. Os graficosem 3D e
em 2D foram construidos pelo software livre Gnuplot. O problema de valor
de contorno (3.17) também foi resolvido paran = 100 subintervalos, assim,
tem-seque h, = 0,031416¢€,admitindoi = 0,5, tem-sequeh, = 0,0004935
,ou seja, m = 12159 subintervalos no eixo t.

Desta forma, a Figura 4 apresenta o grafico 3D da temperatura ao longo
da barra com o passar do tempo quando n = 100. Como ja era esperado,
0 aumento do nimero de nés da malha gera uma aproximacdo cada vez
melhor, assim, se verifica com maior intensidade o principio da conducio
do calor.



Figura 4: Temperatura i {x, ) ao longo da barra no decorrer do tempo com+ = 100
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Fonte: Os autores (2021).

Alternativamente, com o auxilio da aplicacdo de graficos 2D, obtém-se a
solugao u(x,t) como uma funcio de x para varios tempos fixos e como uma
funcdo de t para varias posicdes fixas na haste. O grafico exposto na Figura 5
mostra a variacdo da temperatura no comprimento da barra para os tempos
fixosdet =0,1,t=05t=1,t=2et = 4

Figura5: Variagdo da temperatura ao longo da barra com t fixo quando n = 100.

ufx,t)

Fonte: Os autores (2021).



A excelente concordincia das solucdes analitica e numeérica ilustrada na
Figura 5 é confirmada pelo baixo erro relativo obtido. A Tabela 1 apresenta
estes resultados para alguns instantes fixos do tempo.

Tabela1: Erro relativo { ET) obtido para diferentes instantes de tempo, comnn = 100

Instante de tempo Er (%)
01 0,2858
0,5 0,0576
1,0 0,0499
2,0 0,0658
4,0 0,0987

Fonte: Os autores (2021).

Jaa Figura 6, apresenta o grafico da variagdo da temperatura no decorrer
do tempo para os comprimentos fixosdex = 0,3, x=05x=1ex =15
. Novamente tem-se uma excelente concordancia das solucoes analitica e
numérica ilustrada na Figura 6, que é confirmada pelo baixo erro relativo
obtido. A Tabela 2 apresenta estes resultados em algumas posicdes fixas
na haste.

Figura 6: Variagdo da temperatura no decorrer do tempo com x fixo quandon = 100

X=0.3 m—

ux,t)

Fonte: Os autores (2021).



Tabela 2: Erro relativo (Er) obtido em diferentes posi¢des na haste, comn = 100

Posicao fixa da haste Er (%)
0,3 0,2927
0,5 0,1619
1,0 0,131
15 0,131

Fonte: Os autores (2021).

Comparando-se os resultados obtidos, observa-se que o Método das
Diferencas Finitas obteve excelente concordancia da solucdo numérica com
a solucdo analitica da equagdo do calor unidimensional. O método se mostra
muito util para obtencio da resolugao de PVCs, principalmente onde nio se
tem uma solucdo analitica ou nos casos em que a solucdo analitica é dificil
de se obter.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Conclui-se que o MDF mostrou-se eficaz na simulagio da conducio de
calor unidimensional em uma haste fina, pois aproximou de forma satisfatéria
o resultado numérico do analitico. No que tange os estudos realizados ao longo
da construgdo desse trabalho, verifica-se que este viabilizou um grande enri-
quecimento académico ao propiciar um aprofundamento dos conhecimentos
relativos as equagoes diferenciais e aos Problemas de Valor de Contorno, além
de possibilitar um estudo significativo acerca dos problemas de condugao de
calor em sélidos. Permitiu-se, também, a aplicacio de um método numérico
aliado ao software Scilab para simulacao de um problema representado por
uma equacao diferencial parcial e a comparacao dos resultados obtidos ana-
litica e computacionalmente.
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Ao iniciar este capitulo, fazemos uma pergunta ao leitor, o que pode
ter um nimero irracional de tao interessante ou mesmo magico, para que
gregos antigos, artistas renascentistas, astronomos, arquitetos e até mesmo
um romancista do século 21 tenham sido atraidos por ele?

Estamos nos referindo a um niimero conhecido por varios nomes, e caso
o leitorja esteja pensando, sim se trata do nimero de ouro 1,6180339..., deno-
tado pela letra grega ¢, mas que atende também pelos nomes: Razao Aurea,
Ndmero Aureo, Proporcio Aurea, Razio Aurea, Seccio Aurea, Proporcio Divi-
na e Seccdo Divina. Este ja era conhecido por Euclides (por voltade 300a.C)
que o descreveu na obra “Elementos”, salientado em 1509 em “De Divina Pro-
porcione” por Luca Pacioli e porJohannes Keppler por volta de 1600 e coroado
novamente na obra de “O cédigo Da Vinci” do romancista Dan Brown em 2003.

Uma possivel resposta talvez seja o fato de a razao aurea possuir
propriedades matematicas Unicas e estar presente em toda a natureza.
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Existem aplicacbes de seu uso em artes, arquitetura e design, além de
alguns insights para a espiritualidade cotidiana uma vez que ele se apre-
senta frequentemente em diversos fendmenos, como no rosto e corpo
humanos e na natureza. Como se pode notar, trata-se de um niimero bas-
tante curioso. Trataremos neste capitulo de algumas de suas propriedades
Matematicas com vistas a métodos iterativos e algumas de suas aplicacoes
na Arquitetura.

Diferentemente do nimero m = 3,1415 ... em que os alunos aprendem
a exaustdo nas escolas, o niimero ¢ = 1,618 ... ndo é tdo expressivamente
ensinado. Motivado pelo fato de que mais do que uma simples razao
numeérica, o nimero aureo possui um qué de misterioso que leva a uma
conotacdo espiritual. A Razdo Aurea resulta quando uma linha é dividida
de uma maneira muito especial e tnica. A saber, suponha que lhe pedissem
para pegar um barbante e corta-lo. Ha varios lugares onde vocé pode corta-lo,
e cada lugar resultaria em proporcoes diferentes para o comprimento do
pedaco pequeno para o pedaco grande e do pedaco grande para a corda
inteira, entretanto, ha um Gnico ponto, em que a proporc¢ao da peca maior
para a menor é exatamente a mesma que a proporcdo da corda inteira para
a peca maior e, nesse ponto, a Razao Aurea de ambas é de 1,618 para 1, ou ¢.

O apelativo deste nimero é que ele é uma propor¢ao que aparece
em toda a criacdo e pode ser verificado amplamente no rosto e no corpo
humanos. E encontrado nas proporcoes de muitos outros animais, nas
plantas, no sistema solar e até mesmo nos movimentos de preco e tempo
das bolsas de valores e cambio de moeda estrangeira. Seu apreco, portan-
to, varia de matematicos a médicos, naturalistas, artistas, investidores e
até mesmo misticos. Além de disso, a singularidade do ¢ é que ele pode
ser derivado de muitas outras maneiras além deu exercicio de segmentar
uma linha.

Por ter diversos exemplos de sua presenca em fenémenos que envolvem
a ordem de crescimento na natureza, o nimero de ouro ganhou um status
de "ideal", sendo alvo de pesquisadores, artistas e escritores. O fato de ser
apoiado pela matematica é que o torna ainda mais fascinante.

A sequéncia de nimeros de Fibonacci {F} é definida pela recorréncia
Fi = Fi—l + Fi—Z’
sequéncia de Fibonacci (SETZER, 2020), em que a razao da sequéncia de termos
consecutivos de Fibonacci, {F;+1/F;}, converge para o nimero de ouro p=1/2

com F =0 e F,=1. 0 nimero de ouro esta relacionado com a

(1 + V5) ~ 1,618, ou ainda a raiz positiva da equacio ¢*> + ¢ — 1 = 0, como
se vera mais adiante.



As razoes {F;+1/F;} de nimeros consecutivos de Fibonacci formam uma
sequéncia de nimeros racionais que convergem para ¢ linearmente, ou seja,
o nimero de digitos de Fi+1/Fi é aproximadamente uma funcio linear de i. De
fato, existem constantesa, § > 0ee< 1tal que ag’ < |Fi+1/Fi —¢| < Be.

De tal feita que é possivel obter sequéncias de niimeros racionais que
convirjam mais rapidamente para ¢ por meio do uso de métodos iterativos
que solucionam a equagao ¢* + ¢ — 1 = 0, como os métodos de Newton-
-Raphson, Halley e método da secante para citar alguns. Cada método gera
uma sequéncia {xi} convergindo para a solugao positiva de p? — @ — 1 =0.

A proporcdo aurea ou razao aurea é representada geometricamente
pela divisdo de uma reta em dois segmentos (a e b), sendo que quando
a soma desses segmentos é dividida pela parte mais longa, o resultado
obtido é chamado de "nimero de Ouro". Algebricamente, dados a, b, a >
b > 0, entao:

atb a

i

Usando a parte direita da Equacao [1], temos que a = bg, 0 que pode ser
substituido na parte esquerda, resultando em:
bo+b by

bo b (2]

Simplificando a Equacao [2] temos:

blo+1) _blp) o+1_

bp  b(1) @ K

Multiplicando ambos os lados da Equacio [3] por ¢ resulta em:

p+1=¢*> [4]

Finalmente, subtraindo ¢? de ambos os membros da Equacio [4] e pos-
teriormente, multiplicando todas as parcelas por -1, encontramos:

p*—p—1=0 [5]

A Equacao [5] apresenta duas raizes reais, sendo a positiva @ ~ 1,618
conhecida como o Nimero de Ouro.
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Curiosamente, a seccdo aurea é o (nico nimero cujo quadrado é maior
que ele mesmo por um, expresso matematicamente como > =@ + 1. ¢
também é o (inico ndmero cujo reciproco é menor que ele mesmo por um,
expressocomo1/¢ =¢ — 1 = 0,618.

1 A BELEZA AUREA NA ARQUITETURA

Ao se observar os padrdes de crescimento da natureza, seja no micro
CoOmo no macro cosmo, é possivel a observacio de padroes de crescimento e
desenvolvimento, os quais podem ser convertidos em padroes geométricos
e de diagramas. Dentre estes, e talvez o mais emblematico seja o denomi-
nado de segmento de Secdo Aurea, expresso por uma razio retangular de
a:b=(a+b):a~=1,61803 equeaolongodotempo lhe foram atribuidas
diversas denominacoes as quais buscam ilustrar sua significancia, tais
como “Ndmero de Ouro”, “Assinatura de Deus”, “Proporc¢ao Divina” entre
outras. Esta proporcao é observada ndo sé na natureza, mas também nas
expressoes artisticas e técnicas do homem seja na arte, nas maquinas e
de modo bastante expressivo na Arquitetura, independente da cultura,
tempo e localizacdo geografica.

Segundo Doczi (1990), ha indicios de que os povos pré-histéricos
ao observar os movimentos celestes, buscaram criar estruturas de pedra
que possibilitassem a indicacao precisa das estacdes do ano, orientacdo
geografica e, em paralelo, atribuindo valores sagrados. Estas construcoes
ocorreram em todo o Norte da Europa e possivelmente uma das mais
conhecidas seja o complexo de Stonehenge I11, na Inglaterra, orientado de
tal forma a demarcar precisamente os solticios de Inverno e de Verdo. Sua
tipologia estrutural é composta de um arranjo de pedras internas em forma
de ferradura envolto por um segundo arranjo que a circunda, chamado de
“Circulo de Sarsen” (Figura 1) e que se observa com precisdo a relagao de
Secdo Aurea na distincia entre estes elementos.



Figura1: Secdo Aurea no “Circulo de Sarsen’”.
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Fonte: Doczi, 1990.

A razao aurea tem sido apreciada na Arquitetura ao longo da toda a
Histéria. Acredita-se que a aplicagdo mais antiga na arquitetura seja a Grande
Piramide Quéops (Khufu) em Gizé (Great Pyramid of Giza). Embora nao haja
escrita documentada para confirmar sua implementacao pretendida, ha uma
proporcao aurea dentro da forma triangular com margem de precisdo de
0,025% (Figura 2). Outras obras arquitet6nicas célebres que exploram com
maior profundidade a razio Aurea sio encontradas com frequéncia na Grécia
antiga, como o Partenon e considerando todo o desenvolvimento da Filosofia
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e da Matematica, pode-se afirmar categoricamente que seguiram a propor¢ao
divina de forma intencional e meticulosa.

Essas proporg¢oes vao além da delimitacao da proporcao geral dos edifi-
cios. Pode- se observar que a disposi¢ao uniforme das colunas é frequentemen-
te considerada uma referéncia a proporgao e ao seu papel nos antigos gregos.

Figura 2: Divina propor¢ao na construgao de piramides.

8

Fonte: Adaptado de Pixabay'.

No periodo medieval caracterizado pelas edificacoes de grandes e esbeltas
catedrais géticas, é facilmenteidentificado o uso desistemas de proporcao, onde
uma das mais célebres seja a Catedral de Notre Dame de Paris (1.163 - 1345).
Mas pode-se citar também o Taj Mahal (1.632 —1.648) na India, e em tempos
mais recentes prédio do Secretariado da ONU em Nova York (1947 a 1952),
concebido em acordo a proporcdo aurea pelos arquitetos Oscar Niemeyer e
Le Corbusier. Quatro anos antes de sua construcao, Le Corbusier havia de-
senvolvido seu sistema Modulor em 1943, descrevendo-o como uma “gama
de medidas harmoniosas para se adequar a escala humana, universalmente
aplicavel a arquitetura e as coisas mecanicas”.

Portanto, supoe-se que, com esse sistema residindo em sua mente, o
edificio pode ter sido uma demonstracdo proposital da implementacao da
proporcdo aurea na arquitetura. O prédio que esta em Nova York Manhattan
possui154 metros de altura, e dividir 505 pés por um nimero irracional como a
proporc¢ao aurea teve seus desafios. Para solucionar tal problema, o arquiteto Le
Corbusier separou habilmente os 39 andares colocando faixas refletoras em sua
fachada. Formando varios retingulos que seguem a proporcao aurea. Assim,
o prédio foi construido de forma que cada 10 andares formam um retangulo

1 Disponivel em: https://pixabay.com/pt/photos/egito-esfinge-pir%C3%Azmide-cairo-
giz%C3%A9-2133951/ . Acesso em: 3 maio 2023.



aureo, isto é, a razao do lado maior pelo menor é aproximadamente . Além
disso, a razao da altura do edificio pela sua largura é aproximadamente aurea.

Uma das maneiras mais simples de darequilibrio e estrutura a um edificio
é seguir os principios do retdngulo dureo. Usando a proporcao para determinar
o layout, a colocagdo de portas e janelas. Uma vez que comprimentos e largu-
ras correspondem a proporcao, quando a area interna do piso é dividida em
um quadrado e um retangulo, as proporcoes devem sempre corresponder a
proporcao divina. Permanecendo sempre lindamente equilibrado e ideal para
uma vida em plano aberto.

Assim como os recursos de design de interiores definem o clima dos
comodos de uma casa, a maneira como um edificio aparece do lado de fora
também pode ter um grande impacto no ambiente em que esta situado. De
tal forma que facilmente se observa a grande utilidade e importancia que a
proporcdo aurea possui na arquitetura e no design, uma vez que 0 seu uso
pode contribui para que um edificio, além de belas formas, tenha também a
funcio de oferecer uma qualidade excepcional de aparéncia e funcionalidade
também. Para uma aplicaciao de ordem pratica, faz-se sistemas de diagramas
0s quais permitem nao sé a busca de proporcao da composicao da obra, mas
também relagdes exemplificadas por alinhamentos e continuidade dos di-
versos elementos tais como aberturas, paredes colunatas entre outros. Esses
diagramas conferem legibilidade, reforcam as forgas atuantes na obra e no
lugar de implantacio e, em sintese, criam uma conexao entre o homem e a
prépria natureza externada na confecciao da obra arquitetonica.

O nimero de ouro é geralmente a proporcao realista mais amplamente
aceita e aplicada em um projeto arquitetdnico como um método para garantir
um acabamento esteticamente agradavel e equilibrado nas escalas. Embora
a importancia dessas proporc¢des seja, obviamente, secundaria a integridade
estrutural, um aceno na direcdo geral desse principio pode ter um efeito
dramatico na atratividade da propriedade. No entanto, vale a pena notar que
essas medi¢bes sao normalmente usadas de forma aproximada ou como regras
de ouro, em vez de nimeros rigidos e rapidos.

Dito isto, o nimero de ouro pode ser visto como um especial detalhe
estético, que propicia equilibrio entre senso artistico e propor¢do com um
belo acabamento da obra.

A estimativa do nimero de Ouro tem sido aprimorada ao longo do
tempo, e atualmente é possivel aproximar esse valor por meio de métodos
numéricos. O método de Newton-Raphson é um dos mais utilizados para
essa finalidade e se baseia na iteracdo de formulas matematicas que usam a
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tangente da curva da funcdo em um ponto inicial para aproximar a raiz. Outro
método também popular é o de Halley, que leva em conta a segunda derivada
da funcdo. Esses métodos permitem uma aproximagao cada vez mais precisa
do niimero de Ouro, contribuindo para a compreensao e aplicagao desse
importante conceito matematico. Neste contexto, objetivo deste trabalho
é comparar os métodos de Newton-Raphson e Halley na determinacao de
aproximacoes para o nimero de Ouro, quantificando o nimero de casas
decimais corretas obtidas a cada iteracao.

20 NUMERO DE OURO E SUA RELACAO
COM 0S METODOS ITERATIVOS

Os métodos numéricos, de forma geral, sdo utilizados para deter-
minar solugdes aproximadas para problemas matematicos. Quando um
problema nio possui solugiao exata é comum a aplicacdo de métodos
iterativos para obter uma aproximacao (BARROSO, 1987). No processo de
iteracdo, é realizada uma sucessao de passos visando a convergéncia para
o valor aproximado da solugao exata do problema. A convergéncia esta
relacionada com o critério de parada do processo de iteracao, sendo que
é comum estabelecer um teste de convergéncia para decidir quando uma
solucao é suficientemente precisa.

O método de Newton-Raphson é um dos mais utilizados no contexto
dos métodos numéricos e se baseia na iteragdo de férmulas matematicas
que usam a tangente da curva da funcao em um ponto inicial para aproximar
a raiz. O método utiliza um ponto, com o objetivo de minimizar o valor da
funcao de iteragdo no ponto fixo para a convergéncia.

O método de Halley é um outro método numérico popular que levaem
conta a segunda derivada da funcio. Este também é um método iterativo que
utiliza ponto fixo, empregado para determinar uma solucdo aproximada para
problemas que nao possuem solucdo exata. Esse método foi desenvolvido
com o intuito de aprimorar o método de Newton-Raphson no sentido de
acelerar sua convergéncia.

Os métodos de Newton-Raphson e Halley podem ser utilizados para
gerar aproximacoes paradiversos problemas, comoodaestimacaodo nimero
deOuroquetem sido aprimorado ao longo do tempo, e atualmente é possivel
aproximar esse valor por meio desses métodos.

De forma geral, os métodos iterativos sao desenvolvidos em um ambiente
computacional, no qual se encontrem implementados, ou em certa linguagem



que permite que o algoritmo das funcGes sejam escritas. O software R (R Core
Team, 2021) é um ambiente para estatistica computacional e grafica com
diversas funcGes ja implementadas na forma nativa do software ou por meio
de suas extensdes com o uso de pacotes de funcionalidades. Neste trabalho
para a realizacdo dos calculos foi utilizado a funcao mpfr do pacote RMPFR
(MAECHLER, 2023), e escrita as funcdes seguindo as especificacoes da lingua-
gem para determinar os resultados. Na sequéncia apresentaremos maiores
detalhes acerca de cada um dos dois métodos aqui destacados.

21 METODO DE NEWTON-RAPHSON

As razdes {Fj+1/F;} de nimeros consecutivos de Fibonacci € uma se-
quéncia de ndmeros racionais que convergem para ¢ linearmente, ou seja, o
ntimero de digitos de Fi+1/Fi é aproximadamente uma fungao linear de i. De
fato, existem constantes a, f >0 e ¢ < 1tal que ae' < |Fi+1/F; — ¢| < Be.

De tal feita que é possivel obter sequéncias de nimeros racionais que
convirjam mais rapidamente para ¢ por meio do uso de métodos iterativos que
solucionam a equacio ¢? — ¢ — 1 = 0, como os métodos de Newton-Raphson,
Halley e método da secante para citaralguns. Cada método gera uma sequéncia
{xi} convergindo para uma das solugées degp?—p—-1=0.

Seaaproximacao inicial da raizda equacaof(x) = 0 for x, pode-se estender
uma reta tangente a partir do ponto [x,, f(x)]. O ponto onde essa tangente
intercepta o eixo das abscissas normalmente representa uma estimativa
melhorada da raiz (Figura 1).

Figura 3: Interpretagdo geométrica do método de Newton-Raphson.

Fonte: Dos autores.
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Considere a reta tangente ao ponto [x, f(x)] apresentada na Equagao [6]:

Y —f(x)) =m (x—x;) [6]

em que, m indica o coeficiente angular, que pode ser representado pelo
valor da derivada da fungdo f(x) em x, f'(x,)). Substituindo este valor na
Equacdo [6], facilmente se obtém a raiz desta reta tangente considerando
y =0 ex = x;41 para uma nova aproximagao:

_fx)
f'(xp)

[7]

Xit1 = X

2.2 METODO DE HALLEY

Edmond Halley (1656-1742) é mais conhecido por ter calculado a érbita e
previsto o retorno do cometa de curto periodo que leva seu nome (Aghalov-
yan, 2020). No entanto, como muitos cientistas de sua época, ele se dedicou
a diversas atividades matematicas e cientificas. Entre suas contribuicdes
matematicas esta o desenvolvimento de um método numérico para encon-
trar as raizes de funcoes de valor real, que ficou conhecido como Método
de Halley. Embora semelhante ao Método de Newton, o Método de Halley
converge mais rapidamente nas proximidades de uma raiz, e sua funcio de
iteracdo é apresentada na Equacao [8]:

Zf(xi)f’(xi)
2[f D]’ = Fdf"(x)

Xi+1 = Xj —

O método de Halley tem convergéncia clbica, ou seja, na convergéncia
final cada iteracdo triplica o nimero de digitos significativos (PRESS et
al., 2007).

3 ESTIMATIVA DO Nl]M~ERO DE OURO POR
MEIO DE COMPARACAO ENTRE OS METODOS
DE NEWTON-RAPHSON E DE HALLEY

A implementacio foi realizada no software R (R Core Team, 2021). Para
comparar os dois métodos, utilizou-se como aproximacao inicial o nimero
x, = 2 escrito em MPFR por meio do pacote RMPFR (MAECHLER, 2023) com
precisdo de 22 bits, conforme script apresentado a seguir.



.N<- function(.) mpfr(,precBits=2"20)
xk<-.N(2)

Considerando a Equacao [5] e as func¢des de iteracao apresentadas nas
Equacdes [7] e [8], determinou-se as seguintes func¢des de iteracdo:

# Método de Newton
xk1<- xk -(xk"2 - xk-1)/((2*xk) - 1))
xk< - xk1

# Método de Halley
xk1 <-xk-(((2*((xk*2)-(xK)-1))*((2*xk)-1))/

((2*((2*(xk)-1)"2))-((xk)"2-(xk)-1)*2))
xk<-xk1

Foram realizadas 10 itera¢es para cada método e, a cada iteracdo, a
quantidade de casas decimais corretas foram armazenadas.

A Tabela 1 apresenta a quantidade de casas decimais corretas obti-
das a casa iteragdo realizada. Considerando a aproximacao inicial x, = 2,
ambos os métodos apresentaram apenas uma casa decimal correta na
primeira iteracdo. Entretanto, com o passar das iteragdes, o Método de
Halley demonstrou um desempenho superior em relagao ao Método de
Newton-Raphson. Apés 5 iteracoes, o Método de Halley obteve 202 casas
decimais corretas, enquanto o Método de Newton alcancou apenas 26. E,
ap06s10 iteracdes, o Método de Halley obteve 49361 casas decimais corretas,
enquanto o Método de Newton alcangou 855.

Essa diferenca no desempenho se deve a forma como cada método
utiliza as informacoes das derivadas da funcdo. Enquanto o Método de
Newton utiliza apenas a primeira derivada da funcao, o Método de Halley
utiliza também a segunda derivada, o que confere maior precisdo aos re-
sultados. Além disso, o Método de Halley apresenta convergéncia ciibica, o
que significa que a precisdo do resultado triplica a cada iteracao, enquanto
0 Método de Newton apresenta convergéncia quadratica, o que resultaem
menor velocidade de convergéncia.

1z



178

Tabela1: Quantidade de casas decimais corretas
do nimero obtidas a cada iteragdo

Iteracoes Newton-Raphson Halley
1 1 1
2 2 5
3 5 21
4 12 66
5 26 202
6 53 608
7 105 1827
8 213 5484
9 426 16452
10 855 49361

Fonte: Dos autores.

A taxa de convergéncia de um método numérico é um importante critério
de avaliacdo, pois representa a velocidade com que o método se aproxima
da solucao. Nesse sentido, o Método de Halley apresenta uma vantagem em
relacdo ao Método de Newton- Raphson, pois sua taxa de convergéncia é maior.
Isso significa que o Método de Halley é capaz de produzir aproximacoes mais
precisas em menos iteragdes, o que pode ser extremamente Gtil em aplicacdes
onde o tempo de processamento é critico, ou quando a fun¢do é complexa e
requer muitas iteracoes para se aproximar da solucao.

Além disso, uma taxa de convergéncia maior também pode reduzir a
possibilidade de erro numérico e tornar o método mais robusto. Em resumo, a
utilizacdo do Método de Halley pode trazer beneficios significativos em termos
de eficiéncia e precisdo na resolucdo de problemas numéricos.
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O petréleo pode ser considerado como uma das matérias-primas mais
relevantes na economia mundial, pois suas aplicacdes variam desde fonte
de energia até materiais como plastico, tinta, dentre outros. Quando se fala
em petréleo no Brasil rapidamente se remete ao nome “Petrobras”, sendo a
empresa responsavel principalmente pela exploracdo e producio de petréleo e
seus derivados no Brasil. O barril de petréleo e a Petrobras possuem influéncia
significativa na bolsa de valores, pois esta atua como alma da economia, e
tanto a commodity quanto a empresa estatal em questio sdo referéncias na
economia brasileira atualmente.

No Brasil, a lei federal de 1953 instituiu o monopdlio estatal na exploracio
e producao de petrdleo, seguida pela criacdo da Petrobras em 1953. Momento
em que o pais da inicio ao movimento de inser¢do internacional de exploracio,
producdo e distribuicdo de petrdleo.

O délar americano (USD) é a principal moeda de faturamento do
petréleo internacional para negociacdo, assim as flutuacdes na taxa de
cdmbio do USD sdo consideradas como fator importante nas mudangas do



precos do petréleo. E, logicamente, uma cotacdo de ddlar desvalorizado
diminui o valor real do barril em outras moedas. Isto posto, percebe-se que
a cotacdo do délar exerce uma influéncia significativa também no mercado
de a¢des, uma vez que as transacoes deste possuem como moeda base o
délar americano. E, o que se observa normalmente, é que quando o valor
do délar cresce, os indices da bolsa caem, ou seja, uma relacdo inversa.

No Brasil, o indice de mercado mais difundido para tais transacoes
financeiras é Bovespa (Ibovespa). Pretendeu-se neste trabalho investigar
se o indice Ibovespa é influenciado pelo preco dos barris de petréleo,
assim como pelas agdes da Petrobras, além de averiguar se o petréleo
possui influéncia nas a¢cGes da Petrobras. Para tal foram realizadas analises
de conjuntos de dados utilizando softwares computacionais e métodos
estatisticos.

1 UM POUCO DE HISTORIA DA B3 E TEMAS AFINS

Uma Bolsa de valores, segundo Gomes (1997) é um mercado onde sdo
efetuadas transacoes de compra e venda de produtos ou valores mobiliarios.
Neste mercado sao negociadas acoes de empresas plblicas ou privadas, e
estas representam a menor fragdo do capital de uma empresa.

Os movimentos de uma bolsa de valores sdo compreendidos por meio
de indices de mercado, e estes segundo Fontes (2006) servem como refe-
réncia para analise do comportamento dos pregos de determinada acao.
Segundo Hameed e Ashraf (2006) as flutuagbes nos precos dos ativos devido
aos incidentes ou eventos negativos, que ocorrem interna ou externamente,
impactam negativamente o desempenho dos ativos e reduzem a confianca
do investidor. Os autores ainda relatam que isso ocorre devido ao aumento
do risco financeiro, que é um insumo importante para tomada de decisdo
em relagdo a volatilidade do mercado.

De acordo com Tavares e Penedo (2018), no Brasil a “Brasil, Bolsa, Balcao”
(B3), realiza a classificagao das empresas que solicitam a inclusao aos niveis
de governanca corporativa. Atualmente existem mais de 22 mil participantes
dos mercados de atuacio listadas na B3 divididos em 16 categorias.

Oindice Ibovespa é o principal indice da bolsa de valores, acumulando
80% do volume financeiro operado na B3. Este indice utiliza como estru-
tura a média ponderada dos ativos cuja carteira é composta pelas acoes
que tiveram o maior indice de negociagio nos tltimos 4 meses. O indice
é representado através de pontos, onde cada ponto equivale a um real.



Segundo Sucolotti (2007), cada acio integrante da carteira recebe
um peso que varia de acordo com a sua liquidez, e frequentemente a
composicao e os pesos sdo alterados para melhor representar o mercado de
acgoes. Companhias como a Petrobras, por exemplo, que possuem um peso
consideravel no indice estudado, podem ser responsaveis, dependendo do
desempenho de sua cotaciao durante o pregao, em fazer a pontuacao do
Ibovespa subir ou cair.

11 O PETROLEO E A PETROBRAS

A palavra petréleo origina-se do latim petra (pedra) e oleum (6leo), sendo
“0 6leo que vem da pedra”. Com o crescimento da ind(stria automobilistica,
posterior a 22 Guerra Mundial, o petréleo ultrapassou o carvao como prin-
cipal fonte de energia, e desde entio este recurso vem tomando conta do
mundo moderno de diversas formas pois seus produtos sdo indispensaveis
em diversas areas e em especial o transporte.

Relacionando a commodity em questao e o mercado acionario, pode-se
desconfiar que o preco do petréleo pode afetar os precos das acoes. Veras
(2020)relata que no caso de empresas demandantes de petréleo, um au-
mento inesperado nos precos dessa matéria- prima geralmente reduzira os
fluxos de caixa e os precos das agbes, enquanto para as empresas envolvidas
na producio de petrdleo, ocorrera o contrario, influenciando positivamente
nos retornos das agoes.

Com base no crescimento da producao de petréleo no Brasil, em 1953
foi criada a Petrobras, com o intuito de servir de base a indistria do petréleo
nacional. Atualmente a empresa compde a carteira tedrica do Ibovespa de
maneira significativa, possuindo duas acdes na bolsa com cédigos PETR3 e
PETR4, e quando somadas representam uma taxa consideravel do total da
carteira.

2 E COMO SE PODE AVERIGUAR ESTATISTICAMENTE
AS SUSPEITAS DESCRITAS?

A fim de determinar a forca do relacionamento entre duas observagoes
emparelhadas, uma andlise de correlagio torna-se necessaria. A correlagao
aponta até que ponto os valores de uma variavel estio relacionados com os
de outra (STEVENSON, 1981).

Para verificar as nossas suspeitas, empregou-se trés coeficientes de
correlagdo, a saber Pearson, Spearman e Kendall. Sendo que a correlagao



de Pearson analisa se harelacio linear entre as variaveis, e é um coeficiente
paramétrico. Ja as duas outras correlacoes estatisticas ndo paramétricas, ou
seja, conseguem medir qualquer tipo de relacdo entre variaveis.

Os coeficientes de correlagdovariam dentrodointervalo [-1, 1],0 graude
relacdo das variaveis se da pelo valor obtido, existem diferentes classificacoes
na literatura, uma destas é tal que se r = 0,10 até 0,30 (fraco); r = 0,40 até
0,6 (moderado); r = 0,70 até 1 (forte) (DANCEY, 2006).

Segundo Sartin et al. (2015), quando existe correlagio entre duas va-
riaveis pode- se elaborar uma equacio que estime a influéncia entre estas
através da regressao linear. A fim de se analisar a relacdo de apenas uma
variavel explicativa com a variavel resposta entdo aplica-se a Regressao
Linear Simples (RLS).

Para estimar os pardmetros A e B visando minimizar a soma dos qua-
drados dos desvios, realiza-se o processo de método dos minimos quadrados,
onde a equacdo do modelo se encontra na Equacao (1):

y,=A+Bx+e, =1,-,n €))

Este método consiste na obtencdo dos estimadores dos coeficientes de
regressao a e b.

a=y—bx
Sendo x e y médias de X e Y, temos:

Zni:lxiyi —nxy
Yn  xt —ni?

i=1" i

b:

A validacdao do modelo obtido pode ser feita pelo coeficiente de
determinacao, que tem a propriedade de medir o quanto da variabilidade
dos dados foi incorporada pelo modelo de regressio, este coeficiente tem
valores no intervalo R? € [0,1], de modo que quanto mais préximo de 1,
maior parte da variacao da variavel resposta esta sendo explicada. Segundo
Montgomery, Runger e Calado (2021), o coeficiente é usado para julgar a
adequacao de um modelo de regressao, como quantidade de variabilidade
nos dados explicada ou considerada pelo modelo.

Além dos modelos de regressao linear, existem os modelos denomi-
nados como linearizaveis, segundo Morais et al. (2020) estes sao aqueles



que por meio de alguma transformacao, tornam-se lineares. Nesse sentido,
alguns destes sdo as formas funcionais: Log-Log, Log-Lin e Lin-Log, basea-
das em modelos de logaritmo. Estas podem ser aplicadas nas regressdes
lineares, a fim de obter um melhor resultado na pesquisa.

Luquini, Cruz e Castro (2017) ainda relata que no modelo Log-Log,
o coeficiente angular do modelo mede a elasticidade, ou seja, a variacdo
percentual da variavel dependente em relacdo a variacao percentual da
independente. J4 0 modelo LogLin, visa medir a taxa de crescimento e o
modelo Lin-Log (ao contrario do anterior) fornece a variagao absoluta na
variavel dependente dada uma variacdo percentual na variavel independente.

21 DADOS INVESTIGADOS

Os dados das séries de precos das acoes foram coletados do site oficial
Yahoo Finance. Este, segundo Bordino (2014), temsido a principal fonte de noti-
cias financeiras e site de pesquisa nos Estados Unidos da América (EUA) desde
janeiro de 2008. O cédigo do indice Ibovespa é "BVSP", do barril do petrdleo
"CL=F" e da Petrobras "PBR".

O periodo escolhido para realizar as analises correspondem a 504 dias,
entre os dias de 31/12/2019 & 30/01/2022, organizadas em data frame para
fins de calculos computacionais. Foram calculadas as correlacbes entre as
variaveis: Ibovespa x Barril de petréleo, Barril de petrdleo x Petrobras e Ibo-
vespa x Petrobras. Posteriormente, foram calculadas as regressoes lineares
entre as mesmas variaveis, seguido da criacio de graficos de dispersdo de
cada correlagdo com respectivas equacoes de regressao.

A fim de realizar uma comparacao entre regressoes, para observar qual
seria 0 melhor modelo para cada correlacao das variaveis, foram aplicados os
modelos linearizaveis, ou seja, as formas funcionais.

3 RESULTADOS ESTATISTICOS OBSERVADOS

Uma amostra dos dados iniciais e finais coletados e posteriormente
analisados, estao dispostos na Tabela1a seguir. Nesta, cada coluna representa
uma caracteristicados pontos da acao naquele dia em especifico, sendo: BVSP.
OPEN = Preco de Abertura; BVSP. HIGH = Pre¢cos Maximos; BVSP.LOW
= Precos Minimos; BVSP.CLOSE = Prec¢o de Fechamento; BVSP.VOLUME
= Volume de transag¢do; BVSP. ADJUSTED = Prec¢o ajustado.



Tabela 1: Informacoes iniciais e finais dos dados do Ibovespa

Datas CE:I\I’/:IZ BVSPHIGH BVSPLOW BVSPCLOSE Vgtlj :AE AD]BL\J/:'F ED
02/01/2020 | 115662 118573 115649 118573 5162700 118573
03/01/2020 = 118564 118792 117341 17707 6834500 117707
06/01/2020 = 117707 117707 116269 116878 6570000 116878
26/01/2022 | 110207 112695 110204 11573 15513800 111573
27/01/2022 111303 113057 111303 112315 14812000 112315
28/01/2022 11261 112969 111407 111478 13520100 111478

Fonte: Autoras (2022)

Observa-se que os precos do indice Ibovespa tiveram um declinio entre
0s anos de 2020 e 2022, porém o volume de transa¢des aumentou considera-
velmenteToda a série de dados pode ser visualizada na Figura 1. O grafico foi
obtido através do software RStudio, utilizando a coluna "Valor Ajustado”, pois
esta incorpora eventos como desdobramentos e distribui¢io de dividendos,
que podem afetar a série.

Figura 1: Grafico da série de dados Ibovespa para
o periodo 31/12/2019 —30/01/2022

Fonte: Autoras (2022)




Analisando o grafico, pode-se observar que no més de Marco de 2020
os pontos do Ibovespa comegaram a cair, isso ocorreu porque nesse més, a
Organizacao Mundial da Saide (OMS) declarou a pandemia de COVID-19,
doenca ocasionada pelo novo coronavirus (SarsCov - 2).

Tendo o distanciamento social como sua medida preventiva mais eficiente
enquanto ndo se desenvolviam as vacinas para o novo virus, a pandemia provo-
cou fortes fissuras nos circuitos de producdo e consumo, com uma escalada de
desemprego e faléncias. Ao dizer isto, confirma-se a teoria de que influéncias
externas, como pandemias, podem alterar a bolsa de valores.

No més de Abril de 2020 a bolsa despencou atingindo um nivel extrema-
mente baixo. O valor ajustado do indice em questao normalmente esta acima
de R$100.000, porém neste més chegou a ser R$ 63.538 de acordo com Yahoo
Finance (2022). Pode-se dizer que um dos motivos desta queda foiocombateao
coronavirus, umavezque segundo Figueiredo (2020) foi o momento em que o
mundo atingiu a marca de um milhio de infectados.

EmJulho de 2020 o indice Ibovespa volta a crescer gradativamente, tendo
uma alta de 8,26% em relagdo ao final de Junho. Ainda assim, a bolsa estava
11% abaixo dos patamares pré-pandemia.

Uma analise descritiva dos dados foi realizada e os resultados podem ser
observados na Tabela 2.

Tabela 2: Estatisticas descritivas série de dados Ibovespa
para o periodo 31/12/2019 —30/01/2022

Estatisticas BVSP OPEN BVSP HIGH BVSPLOW BVSPCLOSE BVSPADJUSTED

Minimo 63604 67604 61691 63570 63570
Média 107719 108900 106521 107714 107714
Mediana 110229 111522 108859 110227 110227
Méaximo 130776 131190 129526 130776 130776
Variancia 197171582 187095142 20529838 | 197087574 197087574
Desvio 14041,78 13678,27 14328,24 14038,79 14038,79
Padrao
CV(%) 13,03 12,56 13,45 13,03 13,03
Assimetria -0,81 -0,76 -0,85 -0,81 -0,81
Curtose 0,252 0,105 0,395 0,253 0,253

Fonte: Autoras (2022)
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Observa-se que embora a amplitude dos dados do indice IBOVESPA
seja alta, o coeficiente de variacio varia entre aproximadamente 12% e 14%,
apresentando uma moderadadispersao, portanto. Oscoeficientesde Assimetria
detodasascolunasdoindice Ibovespasao bem préximas entressi, e todas pos-
suem um valor menor do que zero, assim, suas distribuicbes sdo assimétricas
negativas. Isto significa que a "cauda” da curva de frequéncia se encontra mais
alongada a esquerda, o que justifica os valores das médias serem inferiores
ao valores das medianas.

Os coeficientes de Curtose (K) dos dados n3o sdo tao proximas umas
das outras, porém a maioria delas possuem um K menor do que 0,263,
podendo ser classificada com uma leptocdrticos, excecao apenas para
precos minimos.

Assim como o indice Ibovespa, foi realizada uma analise dos dados do
barril do petréleo e da Petrobras baseada nas informacGes presentes no Yahoo
Finance no periodo de 31/12/2019 a 30/01/2022 utilizando o software RStudio.
A Tabela 3 representa os valores iniciais e finais para as cotacoes do barril de
petrdleo bruto

Tabela 3: Informacdes iniciais e finais dos dados do Barril de petréleo, em USD

Datas (%EL CL=FHIGH CL=FLOW CL=FCLOSE VOCLLJKAE AD]%Z; 0D
02/01/2020 61,60 61,60 60,64 61,18 486873 61,18
03/01/2020 61,18 64,09 61,13 63,05 885861 63,05
06/01/2020 63,71 64,72 62,64 63,27 724236 63,27
26/01/2022 85,26 87,95 85,01 87,35 459642 87,35
27/01/2022 87,15 88,54 86,20 86,61 427804 86,61
28/01/2022 87,50 88,84 86,44 86,82 436172 86,82

Fonte: Autoras (2022)

Cabe-se comentar que o preco do barril do petréleo subiu conside-
ravelmente no periodo de dois anos, chegando a um preco maximo de
US$88,84. Segundo Gil (2011) a dependéncia da economia mundial em
relacdo ao petréleo é refletida e comprovada através da reacdo ao aumen-
to do preco do mesmo, devido aos eventos geopoliticos e a resposta dos
mercados perante estes acontecimentos de ameaca. Isto se reflete nos
resultados obtidos com a pesquisa.

A série dos dados pode ser verificada na Figura 2 a seguir. Analisando
o grafico pode-se observar que nos primeiros seis meses de 2020 os precos



do petréleo bruto despencaram, assim como os pontos do indice Ibovespa,
relatado anteriormente.

Devido a transmissdo rapida do novo coronavirus, os paises tiveram que
tomar medidas preventivas para a contencio deste, e isso afetou diretamente
a economia mundial. Dessa forma, esse cenario fez com que a demanda por
certos produtos diminuisse em inimeros setores, sendo um deles o setor
petrolifero.

Ferreira (2020) relata que em Abril a principal das commodities chegou a
ser vendida por precos negativos. Na pratica, produtores topavam pagar para
que levassem embora os barris de petréleo, por ndao terem mais lugar disponivel
em seus armazéns, abarrotados.

Figura 2: Grafico da série de dados do petrdleo bruto
para o periodo 31/12/2019 —30/01/2022

Fonte: Autoras (2022)

No segundo semestre de 2020 o preco do petréleo voltou a se recu-
perar e retomar o patamar pré-pandemia, isto ocorreu segundo Borges et.
al. (2020), devido ao afrouxamento do isolamento social e a normalizagao
das atividades comerciais. Assim como o indice Ibovespa, foi realizada
uma analise descritiva dos dados do barril de petréleo, conforme disposto
na Tabela 4.



Tabela 4: Estatisticas descritivas série de dados barril de
petréleo para o periodo 31/12/2019 —30/01/2022

Estatisticas CL=FOPEN CL=FHIGH CL=FLOW CL=FCLOSE CL=FADJUSTED

Minimo 14,00 13,69 -40,32 -37,63 -37,63
Média 54,80 55,91 53,61 54,80 54,80
Mediana 56,76 57,72 56,23 56,80 56,80
Maximo 87,50 88,84 86,44 87,35 87,35
Variancia 314,40 307,56 329,90 323,99 323,99
Desvio 17,73 17,54 18,16 17,99 17,99
Padrao
CV(%) 13,03 12,56 13,45 13,03 13,03
Assimetria -0,28 -0,16 -0,53 -0,42 -0,42
Curtose -0,561 0,904 0,636 0,273 0,273

Fonte: Autoras (2022)

De posse dos resultados pode-se dizer que os os dados do barril de petré-
leo variam de forma moderada entre si, devido aos coeficientes de variacao
apresentarem moderada dispersdo. Umavez que os coeficientes de Assimetria
dos dados sdo negativos, diz-se que a distribuicdo dos dados em cada coluna
é assimétrica negativa. O coeficiente de Curtose, diferente do coeficiente de
Assimetria, variaem suas classificacoes em cada coluna. Nas colunas"Precode
Abertura" e "Preco Maximo" os resultados das Curtoses sao negativos, ou seja,
menores do que 0,263 e assim suas distribuicoes sdo ditas leptocirticas. Ja as
outras colunas restantes os valores obtidos sio maiores do que 0,263, dessa
maneira suas distribuicoes sao ditas platictrticas.

Aterceiravariavel estudada nesta pesquisa é a Petrobras, como anterior-
mente, a Tabela 5 dispoe de alguns dados iniciais e finais do periodo estudado.

Tabela 5: Informacdes iniciais e finais dos dados da Petrobras, em USD

PBR PBR
Datas PBROPEN PBRHIGH PBRLOW  PBRCLOSE VOLUME  ADJUSTED

02/01/2020 16,04 16,28 15,98 16,27 13764800 13,08
03/01/2020 16,17 16,29 15,97 15,99 17661700 12,86
06/01/2020 15,84 16,30 15,84 16,22 16614500 13,04
26/01/2022 13,43 13,85 13,38 13,61 62929300 13,61
27/01/2022 13,95 13,99 13,50 13,78 46722900 13,78
28/01/2022 13,78 14,06 13,18 13,38 52073800 13,38

Fonte: Autoras (2022)



Assim como o petréleo bruto, os dados da Petrobras sdo representados
através da moeda americana (USD). Analisando a Tabela 5, pode-se observar
que o "Volume de transagbes" em todos os seis dias s3o valores altos e signi-
ficativos, ou seja, a quantidade de a¢des da Petrobras que sao compradas e
vendidas é significativa.

Para visualizar a oscilacao dos dados da variavel Petrobras ao longo do
periodo estudado veja a Figura 3.

Figura 3: Grafico da série de dados da Petrobras
para o periodo 31/12/2019 —30/01/2022

Fonte: Autoras (2022)

Observando os trés graficos apresentados até o momento, pode-se repa-
rar que o grafico da Petrobras é o mais instavel no periodo escolhido, ou seja
apresenta mais topos e fundos que os demais. Neste periodo ocorrem muitas
oscilagbes, porém assim como as outras variaveis, em Abril o preco da acio
caiu consideravelmente.

Parajustificar essa alta variabilidade, buscou-se nos eventos e noticias
ocorridos mundialmente e, no primeiro trimestre de 2020, ocorreram dois
eventos com efeitos significativos no mercado de petréleo segundo uma
pesquisa realizada na Central de Resultados no site oficial da Petrobras
(2020): (i) a pandemia COVID-19, com reducao na circulacao de pessoas,
provocando um choque duplo de oferta e de demanda; e (ii) fracasso nas
negociagdes entre membros da OPEP e demais produtores, liderados pela
Rissia, para uma definicao das cotas de producao, o que contribuiu para
o aumento da oferta global de petréleo e a reducio no preco no infcio de



marco. Em 9 de Marco —apds a Rissia se recusar em aderir compromissos
adicionais de corte de producdao com a OPEP e a Arabia Saudita retaliar
com guerra de precos — o barril experimentou a pior queda em um (nico
dia desde a Guerra do Golfo.

Braun (2022) ressalta que o Brasil produz mais petréleo do que consome
e se declara autossuficiente. Porém, devido ao tipo de petréleo extraido e a
insuficiéncia na capacidade de refino, ainda precisa importar tanto o petréleo
cru quanto seus derivados como a gasolina. Isso faz com que a Petrobras
sinta imediatamente o efeito de qualquer mudanca no valor que paga pelo
petréleo no exterior.

A analise descritiva dos dados desta série podem ser verificados na
Tabela 6 aseguir.

Tabela 6: Estatisticas descritivas série de dados Barril de
petrdleo para o periodo 31/12/2019 —30/01/2022

Estatisticas PBROPEN  PBRHIGH PBRLOW  PBRCLOSE PBRADJUSTED

Minimo 4,40 4,82 4,01 4,31 3,20
Média 9.74 9.9 9,56 9.74 7,59
Mediana 9,85 10,11 9,74 9,90 7,75
Maximo 16,17 16,30 15,98 16,27 12,73
Variancia 5,11 5,08 511 5,11 3,74
Desvio Padrao 2,26 2,25 2,26 2,26 1,93
CV(%) 23,19 22,75 23,65 23,21 25,48
Assimetria 0,43 0,44 0,40 0,42 0,26
Curtose 0,28 0,21 0,31 0,24 -0,49

Fonte: Autoras (2022)

Diferentemente das outras duas variaveis, a série dos dados da Pe-
trobras apresenta alta dispersao, pois seus coeficientes de variacdo estao
20% e 30%. Isso significa que os dados das acGes da Petrobras sio mais
heterogéneos. Os coeficientes de Assimetria dos dados de cada coluna, sdo
positivos e maiores do que zero, podendo ser consideradas entdo como
assimétricas positivas. No tocante aos coeficientes de Curtose dos dados,
as colunas de Preco de Abertura, Preco Minimo podem ser classificadas
como tendo distribuicdoleptocirtica, e as demais colunas como tendo
distribuicao platictrtica.



3.2 RESULTADOS OBTIDOS: CORRELACAO E REGRESSOES

Inicialmente foram calculadas as correlaces entre o indice Ibovespa e o
barril de petréleo, onde os resultados se encontram na Tabela 7.

Tabela 7: Correlagbes — Ibovespa x barril de petréleo

Correlagao Valor obtido P-valor
Pearson 0,7125 <0,05
Sperman 0,6493 <0,05
Kendall 0,4966 <0,05

Fonte: Autoras (2022)

Pode-se analisar que o coeficiente de Pearson obtido esta relativamente
proximo de 1 (0,7125), dessa forma diz-se que a correlagao entre o indice
Ibovespa e as acoes do barril de petréleo pode ser considerada forte. O
coeficiente de correlagdo de Spearman, possui como resultado 0,6493, um
valor menor do que o coeficiente de Pearson, logo a correlacdo neste caso
pode ser considerada moderada. O coeficiente de correlaciao de Kendall,
tem resultado de 0,4966, o menor dentre os trés tipos de correlagao inves-
tigados. Neste caso, a correlagdo entre as varidveis pode ser considerada
como sendo moderada.

De posse dos resultados dos coeficientes de correlagao, faz sentido cons-
truir um modelo de regressao linear entre Ibovespa, definida como variavel
dependente, e o barril de petréleo, definida como a varidvel independente.
O modelo e suas estatisticas estdo dispostas na Tabela 8.

Tabela 8: Regressdo linear entre Ibovespa x Barril de Petrdleo

a b P-valor R2

77005,6 5591 <0,05 0,5066

Nota: a intercepto; b coeficiente angular; R? coeficiente de determinacao

Fonte: Autoras (2022)

Analisando o coeficiente de determinacdo pode-se visualizar que este
possuicomo resultado 0, 5066, isto significa que o modelo explica 50,66% da
variabilidade total dos dados. Resumidamente, o modelo de regressio com
os dados ajustados se encontra na Equacio (2).

y=770056 +559,1x  (2)



O modelo ajustado bem como o grafico de dispersio estao dispostos na
Figura 4.

Figura 4: Modelo de RLS ajustado para as variaveis Ibovespa x barril de petréleo
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Fonte: Autoras (2022)

Um dos pressupostos do modelo de regressao linear, é a normalidade
dos residuos. Dessa maneira, para verificar tal propriedade, testes de hipote-
ses estatisticos foram utilizados, o escolhido foi teste Shapiro-Wilk. Este teste
aponta que os dados nao possuem distribuicao normal de probabilidades.

Assim sendo, submeteu-se os dados a fung¢bes funcionais baseadas em
logaritmo a fim de obter satisfazer os pressupostos do modelo de regressao
linear, os resultados, podem ser averiguados na Tabela 9.

No modelo Log-Log o coeficiente B representa a elasticidade, entdo
neste caso, com um aumento de 1% nos precos do barril de petrdleo, as agoes
do indice Ibovespa sobem 0,3034%. Com o coeficiente angular do modelo
Log-Lin, obtém-se a taxa de crescimento, sendo a multiplicacao de B por100,
obtendo entdo uma taxa de 0,5% de crescimento no indice Ibovespa. Ja no
modelo Lin-Log, divide-se o coeficiente angular por100, para que assim seja
obtido o valor do crescimento baseado na unidade do indice Ibovespa, que
neste caso foi de R$ 296,89. Analisando os coeficientes de determinacao,
pode-se afirmar que de todas as regressoes realizadas entre o indice Ibovespa



e o barrilde petréleo, o modelo Log-Log foi o que melhor explica os dados,
pois possui um R? de 63,93%.

Tabela 9: Resultados para asformas funcionais Ibovespa x barril de petréleo

Forma funcional a b P-valor R?
Log-Log 10,3806 0,3034 <0,05 0,6393
Log-Lin 11,2662 0,0057 <0,05 0,5177
Lin-Log -9455 29689 <0,05 0,6167

Nota: a intercepto; b coeficiente angular; R? coeficiente de determinagao

Fonte: Autoras (2022)

A Tabela 10 representa os resultados das correlagdes existentes entre o
barril de petréleo e a Petrobras.

Tabela10: Correlagbes — barril de petréleo x Petrobras

Correlagdo Valorobtido P-valor
Pearson 0,6985 <0,05
Sperman 0,7308 <0,05
Kendall 0,5510 <0,05

Fonte: Autoras (2022)

O coeficiente de correlacdo de Pearson possui como resultado 0,6985,
sendo considerada como uma correlagio moderada. O coeficiente de correlagao
deSpearmané de 0,7308 podendo ser classificada como tendo correlago forte.
Ja a correlacio de Kendall, 0,5510 é dita serde correlacdo fraca.

Os resultados obtidos para o modelo de correlagdo linear para estas duas
variaveis estao dispostos na Tabela 11.

O coeficiente de determinacio R?, neste caso foi de 0,4869. Deste modo,
o modelo explica apenas 48,69% da variabilidade total dos dados. Utilizando o
valordo intercepto obtidoja ajustado e o valor do coeficiente angular, obtém-se
o modelo de regressao presente em (3).

Tabela 11: Regressao linear entre Barril de Petréleo x Petrobras

a b P-valor R?

3,1555 0,0687 <0,05 0,4869

Nota: a intercepto; b coeficiente angular; R? coeficiente de determinacao

Fonte: Autoras (2022)



y=3,1555+0,0687x  (3)

Ap6s a realizacdo do teste de normalidade com a finalidade de averiguar
anormalidade dos residuos, estes novamente nao seguem distribuicao normal,
a Figura 5 evidencia este fato. Nela estd disposto o diagrama de dispersao dos
dados e o modelo linear ajustado.

Figura 5: Modelo de RLS ajustado para as variaveis Petrobras x barril de petréleo
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Fonte: Autoras (2022)

Aos dados foram aplicadas as mesmas funcoes linearizaveis, e os resul-
tados estdo dispostos conforme Tabela 12 abaixo.

Tabela 12: Resultados para asformas funcionais Petrobras x barril de petréleo

Forma funcional a b P-valor R?
Log-log -0,2301 0,5394 <0,05 0,5767
Log-Lin 1,3043 0,0108 <0,05 0,5398
Lin-Log -6,359 3,3610 <0,05 0,5012

Nota: a intercepto; b coeficiente angular; R? coeficiente de determinacio

Fonte: Autoras (2022)



O preco do barril de petrdleo possui consideravel atuacao nas acoes
da Petrobras, dessa maneira, ao analisar o modelo Log-Log, quando ocorre
um aumento de 1% no preco do barril de petréleo, ocorre um aumento de
0,5394% nas agoes da Petrobras. O modelo Log-Lin, ao analisar o Ba taxa de
crescimento nas acdes da Petrobras baseado nos precos do barril de petréleo
é de 1,08%. Considerando os coeficientes de determinagdo, afirma- se que o
modelo Log-Log é o que melhor explica os dados em uma taxa de 57,67%.

A terceira anilise de conjunto de dados foi feita para o indice Ibovespa e
a Petrobras, os resultados das correlacbes estao dispostos na Tabela 13 .

Tabela13: Correlagoes —Ibovespa x Petrobras

Correlagao Valor obtido P-valor
Pearson 0,6252 <0,05
Sperman 0,6019 <0,05
Kendall 0,4460 <0,05

Fonte: Autoras (2022)

O coeficiente de correlacio linear de Pearson obtido foi de 0,6252, assim
a correlacdo entre o Ibovespa e a Petrobras pode ser considerada moderada.
Entretanto, o esperado neste caso seria uma correlagao forte, pois as acdes da
Petrobras compem de formasignificativaoindice Ibovespa, comojadestacado
anteriormente. O coeficiente de correlacio de Spearman obtido foi de 0,6019
e o coeficiente de correlaciao de Kendall foi 0,4460, podendo as variaveis ser
consideradas tendo correlagao moderada.

Cabe destacar que, em todas as trés correlagoes de Kendall realizadas,
pode-se observar que ou a correlacdo é considerada moderada ou fraca, isso
ocorre devido a quantidade de dados, pois este é um modelo de correlacdo
indicado para analisar poucos dados, como neste caso a quantidade de dados
é grande, Kendall ndo se enquadra como a melhor opgao para correlagio.

Omodeloderegressiolinearentreoindice IbovespaeaempresaPetrobras
e suas respectivas estatisticas estao apresentados na Tabela 14.

Tabela14: Regressao linear— Ibovespa x Petrobras

a b P-valor R2

73212 4990 <0,05 0,3896

Nota: a intercepto; b coeficiente angular; R? coeficiente de determinacao

Fonte: Autoras (2022)
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Ocoeficiente de determinacdo R?, neste caso foi de 0,3896, ou seja,
modelo explica apenas 38,96% da variabilidade dos dados. O modelo obtido,
esta disposto na Equacao 4.

y = 73212 + 4990x 4)

O grafico de dispersao com a reta da regressao se encontra na Figura 6.

Figura 6: RLS — Ibovespa x Petrobras
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Fonte: Autoras (2022)

0O mesmos modelo linearizaveis foram utilizados e os resultados estio
representados pela Tabela 15.

Tabela1s: Resultados para asformas funcionais Ibovespa x Petrobras

Forma funcional a b P-valor R2
Log-Log 10,8494 0,3835 <0,05 0,5127
Log-Lin 11,2249 0,0511 <0,05 0,4047
Lin-Log 36889 37282 <0,05 0,4884

Nota: a intercepto; b coeficiente angular; R? coeficiente de determinagao

Fonte: Autoras (2022)

Conforme ja destacado anteriormente, as acdes da Petrobras possuem
parte significativa no indice Ibovespa, dessa forma, para o modelo Log-Log



se houver um aumento de 1% nas ac¢Ges da Petrobras, ocorre um aumento
de 0,3835% nas ag¢oes do indice Ibovespa. Ja o modelo Log-Lin, analisando
o coeficiente B a taxa de crescimento no indice Ibovespa baseado nas acoes
da Petrobras é de 5,10%. Quando aplicado o modelo Lin-Log, obtém-se o
valor do crescimento no indice Ibovespa baseado nas acbes da Petrobras de
R$ 372,82. Observando os coeficientes de determinagao, o modelo Log- Log é
o que melhor explica os dados em uma taxa de 51,27%.

& COMENTARIOS FINAIS

O petrdleo sendo uma fonte de energia nao renovavel é a principal matriz
energética da economia mundial. Dessa forma, as oscilagdes neste mercado
possuem efeitos imediatos em uma escala mundial, pois a maioria dos paises
participam de sua compra e venda, logo seus precos sdo acompanhados de
perto por investidores de todo o mundo.

O indice Ibovespa, sendo o principal indice da B3, desempenha o papel
de indicador do comportamento das agcbes das empresas do Brasil. Nele, estao
reunidas as empresas mais importantes do mercado de capitais do pais. Dessa
forma, a empresa estatal Petrobras é uma das empresas pertencentes a este
indice, sendo a responsavel pela extracio, refino e distribuicdo do petréleo,
estando presente entre as maiores empresas do mundo.

Como pudemos analisar, estas variaveis se associam de alguma forma, e
assim, o objetivo da pesquisa era de averiguar uma possivel relacdo entre as
variaveis estudadas. Inicialmente foram aplicadas correlaces para analisar a
relagdo entre o indice Ibovespa e o preco bruto do barril de petréleo, as uti-
lizadas foram as correlacoes de Pearson, Spearman e Kendall. Dentre os trés
coeficientes, o que apresentou maior correlacdo foi o coeficiente de Pearson,
sendo considerada forte. Ja as outras duas correlacdes foram consideradas
moderadas. Como resultado, pode-se dizer que os precos do barril de petréleo
possuem influéncia significativa sobre o indice Ibovespa.

O modelo de regressao linear simples entre estas variaveis é capaz de
explicar somente 50,66% da variabilidade dos dados. Utilizando as formas
funcionais alcangou- se modelos que possuem coeficientes de determinagio
melhores, como o modelo Log- Log, que neste caso explicou 63,93% da
variabilidade dos dados.

0 segundo par de variaveis estudados foi o barril de petréleo e a Petrobras
em que nesta ordem, sdo a variavel independente e dependente. Dentre as corre-
lacOes investigadas, a que apresentou melhor resultado foi a de Spearman, com



uma correlacdo considerada forte. Esse resultado leva-nos a crer que os precos do
barril de petréleo atuam diretamente nas a¢des da Petrobras. O modelo obtido
proveniente do ajuste de regressao linear simples resultou num coeficiente de
determinacdo de 48,69%, porém uma maior variabilidade total dos dados é
observada quando se utilizam as formas linearizaveis, como por exemplo, o
modelo Log-Log explica que explica 57,67% da variabilidade dos dados.

Para finalizar, investigou-se a relacdo entre o indice Ibovespa e a Petrobras,
e como visto no decorrer do trabalho, a Petrobras compoe a carteira teérica
do Ibovespa de forma expressiva, ou seja, quando as acoes da Petrobras so-
bem, o indice acompanha seu crescimento, e quando ocorre um declinio na
mesma reflete na bolsa de valores (Ibovespa). Dentre os trés coeficientes de
correlagdo calculados, tanto o coeficiente de Pearson como o de Spearman
foram classificados como moderados, e o de Kendall fraco. Inicialmente, com
a pesquisa o esperado era uma correlacio forte.

O coeficiente de determinacdo obtido procedente da regressao linear
simples foi relativamente baixo, explicando apenas 38,96% da variabilidade
total dos dados. Cabe ressaltar que o grafico de dispersao deste conjunto de
dados apresenta diversos outliers que podem ter influenciado os resultados
obtidos. Quando aplicado os modelos linearizaveis, observou-se uma melhora
nos indices, o modelo Log-Log resultou em um coeficiente de determinacao
capaz de explicar 51,27% da variabilidade dos dados.

Como trabalhos futuros, pode-se desenvolver a ideia inicial da pesquisa,
onde se utilizaria o modelo de Correlacao Condicional Dinamica (DCC), aplicado
a fim de prever correlagdes condicionais baseado em séries temporais, ou seja,
se as variaveis estudadas se correlacionam de forma positiva ou negativa.
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Aoempenharmosesforcosemumgrande projeto, maiorque nés mesmos,
otempo passa tao rapido que sem esperar chegamos ao fim de um ciclo. Aqui
nos referimos aos 10 anos ensinando, e aprendendo Algebra na Licenciatura
em Matematica da UTFPR, campus Toledo.

A cada aula, orientacio ou seminario que evocam nomes como Erasto-
tenes, Pitagoras, Fermat, Galois, Noether, Lie, Hopf, Jacbson, viajamos men-
talmente para cada época que estes grandiosos matematicos viveram. Com
os olhos fixos num emaranhado de letras, simbolos, operacdes e uns poucos
ndmeros, imaginamos a vida de tais personagens. No que estavam pensando?
Quais os problemas iniciais que queriam resolver. Ou que cara fizeram quan-
do perceberam que, brincando despretensiosamente com niimeros e letras,
criavam uma nova area de estudo.

Ha um consenso que uma boa cultura algébrica comeca pelo entendi-
mento do conjunto dos nimeros inteiros. Suas operacoes e propriedades.
Fatoracdo em primos e o teorema fundamental da aritmética. Passamos a
estudar conjuntos e subconjuntos. Os conjuntos numéricos dos racionais,
reais, complexos, quatérnios e além. A aritmética modular é o primeiro passo
para abstracdes mais elaboradas tais como polinémios, grupos, anéis, corpos
e espacos vetoriais e médulos. E por fim, a estrutura que da nome a esse ramo
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da matematica, as algebras (ou que recebeu o nome da area, ndo sabemos ao
certo se 0 ovo ou a galinha veio primeiro).

O classico teorema fundamental da aritmética, o qual diz que todo
namero natural, exceto o0 e 1, € um produto (nico de niimero primos, nos
remete tanto a problemas classicos da antiguidade, como atuais. O teorema
de Pitagoras e construcio das ternas pitagéricas é um deles. A resolucdo
das equacoes de Diofanto outro. O pequeno e Gltimo teorema de Fermat,
os testes de primalidade, nimeros primos de Mersenne e a criptografia
(SOUZA, 2018) sao alguns dos problemas mais modernos da aritmética.

Estudar polindmios leva nossos pensamentos a formula de resolucao
babildnica. Nos lembra Tartaglia e Cardano (REMOR, 2021). Ao precoce e
incompreendido Galois, que aos 17 anos resolveu um enorme mistério das
equacoes polinomiais (SIMONETTI, 2015; REMOR, 2021), mas que n3o viveu
o suficiente para ver o reconhecimento de seu trabalho.

E satisfatério ver como Emmy Noether da seu toque feminino em
lugar de destaque na teoria de anéis e médulos (CORDEIRO;VIEIRA, 2017),
(CORDEIRO et al., 2018). Fascina a forma como as teorias de Lie, Hopf e
Weyl, pertencentes em uma area chamada de matematica “pura” é tao
aplicada. Ou ainda como Kiiti Morita eleva o estudo dos médulos para além
da teoria de conjuntos.

E nesse sentimento que desejamos conversar com vocé, estudante
de graduacdo ou entusiasta de matematica, que brinca com a algebra, ou
que é brinquedo dela, mas que sobretudo se diverte. Queremos retratar o
que foram estes dez anos de algebra para nés. Nao com uma descricao de
momento ou casos, mas evocando emogoes e matematica, percorrendo as
diversas areas por nos trabalhadas.

Buscamos nao ser muito superficiais, nem rigorosos além do neces-
sario. Esperamos que uma boa ideia dos principais contetidos de niimeros,
polindmios, geometria e calculo seja suficientes para acompanhar este
material sem dificuldades.

Esperamos que apreciem o que foi um pouco do ensino de algebra
destes 10 anos.

1 NUMEROS

Todas as pesquisas, leituras e orientacoes realizadas, ou apresentacoes
ouvidas sobre o tema de histéria da matematica, nos dao aimpressao de que
todo trabalho que se preze sobre o tema precisa, necessariamente, comecar



falando de ossos. Mais especificamente de alguma das diversas pecas de
0ss0s animais com marcacoes datados de 8 a 35 mil anos atrds (BOYER;
MERZBACH, 2012). Nada mais conveniente para comecar o livro, dado que
algebrista era um termo designado para “restaurador de ossos” (BOYER;
MERZBACH, 2012, p. 166).

De |4 pra ca, muitas outras maneiras de trabalhar com nimeros foram
desenvolvidas pela humanidade e preservadas em seus registros. Ha varios
destes destacando o uso da matematica pelas civilizagoes suméria, babil6-
nica, grega, hindu e arabica.

Nao ha didvidas que a matematica tem seu grau de aplicabilidade.
Porém, é curioso observar que nem sempre a preocupacao humana relativa
aos nimeros se restringiu apenas a problemas praticos. Por exemplo, no
inicio do século XIX foi encontrada uma placa de argila babil6nica, data de
aproximadamente 1800 a.C., contendo diversas ternas pitagoricas, isto &,
listas de trés nameros (a,b,c) satisfazendo a relagdo a® + b* = %

Se trés nimeros (a,b,c) satisfazer a relacdo a® + b* = ¢?, entdo um
tridngulo com lados medindo a, b e c tem um angulo oposto ao maior lado
medindo 90°. Por outro lado, se o tridngulo tem um de seus dngulos medindo
90°, a medida de seus lados satisfaz a identidade. Isso é o que diz o famoso
teorema de Pitagoras.

A luz desse teorema, possuimos um método para verificar se uma
regido retangular esta perfeitamente no esquadro. Por exemplo, podemos
verificar se conseguimos formar em seu canto um tridngulo de medidas
(3/4,5), a qual é uma terna pitagoérica. A grande questao aqui é que a terna
(3,4,5) é suficiente para qualquer problema de esquadro, enquanto outras
ternas tais como (11,60,61) seriam incbmodas de se usar.

Mediante a isso, podemos nos perguntar qual seria a motivacdo do
autor original da tabua de Plimpton 322? Simplesmente curiosidade? Uma
brincadeira com nimeros? Ha quem levante a hipdtese da motivacio di-
datica da tabua. Que ela seria usada para o ensino de novos matematicos
e “engenheiros”. Mas ainda nesta hipdtese, ndo seria suficiente ensinar a
terna (3,4,5)?

Uma outra ruptura de paradigma do pensamento pratico de se
trabalhar com nimeros, ou de fazer matematica por hobby, aparece no
meio da civilizacao Grega antiga. Precisamente no teorema de Pitagoras.
Esse teorema, ndo simplesmente estabelecer uma terna pitagérica para
os problemas de esquadros, ou criar um jogo no estilo "ache a préoxima
terna". O teorema de Pitagoras transcende o pensamento atual ao



estabelecer uma regra universal, que toda terna pitagérica, conhecida
ou nao, deve respeitar.

Usar letras na matematica, tal como fazemos hoje, nao era com-
preendido na época da Grécia antiga. Mesmo assim, o uso de uma
representacao genérica para se referir a um objeto matematico se tornou
uma pratica comum nessa civilizacao. Nao que os gregos sejam a pri-
meira civilizacdo a usar termos como "um nimero"ou "uma medida“para
representar valores desconhecidos. A prépria Babilénia 1000 anos antes
ja possui uma "receita de bolo"para resolver algumas equacoes do 2°
grau. A grande diferenca aqui esta em determinar uma regra universal
respeitadas pelos nimeros.

Muito dessa ideia grega esta tao impregnado em no pensamento hoje
que sequer nos damos conta. Por exemplo, quando falamos ou ouvimos a
popular frase "a ordem dos fatores nio altera o resultado". Fazemos refe-
réncia a umadas propriedades de multiplicacao de nimeros inteiros. Com
letas, estamos dizendo que na qual xy =yx (entenda xy como x multiplicado
por y, ou x vezes }).

A propriedade numérica xy = yx pode parecer trivial, mas ndo é. Por
exemplo, a expressao 3 X 4, ou “3 vezes 4” representa uma soma onde o0 4
aparece3vezes,ouseja4+4+4=12.Ja4 x3representa3+3+3+3=12.
O fato destas duas distintas multiplicacbes resultarem no mesmo nimero
é a propriedade universal que escrevemos xy = yx. E ainda, vale l[embrar
que essa propriedade esta restrita a alguns elementos, como nimeros, e
nao é valida para outros, como as matrizes.

Esta mistura de trabalhar a matematica como hobby, motivada pela
busca de padrdes universais, levou a humanidade encontrar diversos
padroes e resultados relacionais aos nimeros. Por exemplo os nimeros
primos. Até meados dos anos 70, o conceito de nimero primo nao tinha
particularmente aplicacdo alguma, eram pura matematica. S6 em 1969 que
tais nimeros, e suas propriedades, encontraram utilidade na computacio.
Mais especificamente na criptografia de chave publica.

Vamos lembrar que um nimero inteiro n diferente de 0, 1 e —1, é primo
se seus Unicos divisores positivos sdo 1, n e —n. Segundo essa definicao,
ndmeros tais como 2, 3 e —5 sdo primos, ja o nimero 14 = 2 X 7 ndo. Porém
14 =2 x 7 é um produto de nimeros primos. Na verdade, qualquer nimero
inteiro diferente de 0, 1 e —1 pode ser representado como produto de niimeros
primos. E essa representacdo é (nica, a menos da ordem dos nimeros e dos
sinais. Este é o conhecido teorema fundamental da aritmética.



Um passatempo saudavel para se fazer tanto acompanhado como so-
litariamente é procurar nimeros primos ou decompor niimeros compostos
em nlimeros primos. Essa foi uma brincadeira que Eratéstenes, por volta
do ano 200 a.C,, resolveu jogar, criamo o primeiro método conhecido para
encontrar niimeros primos.

Tabela1.1: crivo de Eratéstenes até 29
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Fonte: Os autores

Primeiro construimos uma tabela com os primeiros niimeros naturais,
05100 primeiros ou 0s 1000 primeiros. Depois riscamos os multiplos de 2,
de 3, de 5 e assim por diante. E claro, sem eliminar os primeiros represen-
tantes desses multiplos. O que sobra na tabela s3o os primeiros nimeros
primos.

Embora simples, o método de Eratéstenes nao é eficiente para encon-
trar nimeros primos grandes, digamos, maiores que um trilhdo. Felizmente
alguns séculos mais tarde, como relatamos em (SOUZA, 2018), Pierre de
Fermat decide jogar o mesmo jogo com uma estratégia diferente. Aprovei-
tando-se do produto notavel a> — b* = (a — b)(a + b).

Fermat observou que se um niimero pode ser escrito como a diferenca
de dois quadrados, o mesmo se fatora como o produto da diferenca pela
soma de suas raizes. Olhe por exemplo o que ocorre com o nidmero 21 =
52— 22=(5—2)(5 + 2). E claro que o método de Fermat pode ser um pouco
mais elaborado que isso, por exemplo 14 = (9/2)? —(5/2)% de modo que
precisamos considerar, em algumas circunstancias, trabalhar com niimeros
racionais. O método de Fermat é descrito completamente em [Souza, 2018].

O desafio de escrever um nimero como produto de seus fatores primos
aumenta quanto maior for o niimero. Fazer isso com um nimero com mais
de 150 algarismos gastaria um tempo de aproximadamente 2,19x10'%
segundos. Isso usando o método de Fermat num dos mais modernos
computadores. Parece muito? De fato, é dado que a idade estimada de
nosso universo seja de 13 bilhdes de anos, nimero esse representando por
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4,32 x 10" segundos, precisariamos de muitos universos para resolver tal
desafio de fatoracao.

Se por um lado o problema de fatoracdo parece insolivel, quando se
trata de nimeros grandes, por outro apenas dizer se um nimero é primo
ou composto é relativamente simples. E claro, usando outros métodos.

O préprio Fermat provou um teorema no qual se pode verificar a primali-
dade com certa precisao. Fermat provou que se um inteiro positivo p é primo,
e a é um inteiro positivo menor que p, entdo o resto da divisao de a*-* por p
é sempre 1. Veja por exemplo que 2* = 16, 3* = 81 e 4* = 256 divididos por
5 deixam resto 1.)a 3% = 27 deixa resto 3 na divisao por 4. Percebes que 5,
sendo primo, satisfaz este pequeno teorema de Fermat, como é conhecido na
literatura, mas 4 que nio é primo n3o satisfaz?

Com um pouco de paciéncia ndo é dificil de explicar como o pequeno
teorema de Fermat funciona na pratica para nimeros grandes. Como o foco
do teorema é sobre o resto de uma divisao, um aprofundamento a mais é
necessario neste quesito.

Vamos escrever a = b se os dois nimeros inteiros a e b possui um
mesmo resto na divisio por d. Por exemplo, se d = 10 entdo 137 = 7
e 43 = 3. Repare que esse exemplo possui uma propriedade curiosa:
137+43=180=0=7+3 e 137 x 43 = 7x3..

A notacao barra também funciona se trocarmos o divisor parad = 13,

agora neste caso temos 137 = 7, mas 43 = 4. Observe agora que ainda valem
as operagoes 137 +43 =7 + 4e 137 X 34 =7 X 4.Ea mesma propriedade
também vale se trocassemos os demais nimeros por quaisquer outros.

Em resumo, se nosso interesse é obter o resto da divisao de uma expressao
numérica tanto faz resolver a expressao primeiro e calcular o resto depois, ou
obter o resto de cada termo separadamente e calcular a expressao com seus
restos.

Voltando ao pequeno teorema de Fermat, digamos que desejamos
verificar se o nimero 67 é primo, o qual de fato 0 é. Como 0 < 2 < 67, 0 resto
da divisao de 2% por 67 deve ser necessariamente 1. Calcular 2% fazendo
sucessivas multiplicagoes por 2 e depois dividir o resultado por 67 para obter
seu resto serd trabalhoso. Até por que 2% é um nimero de 19 algarismos.
Porém o que nos interessa é apenas o resto da divisdo, o que faz uma con-
sideravel diferenca.

Note que 66 = 2° + 2. Disso podemos escrever 26 = 22° x 22, Usando as
propriedades o resto na notacdo barra calculamos:
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27 x 27
@)% 4
= (2567 x 4
= (559 x 4
= ((3025)%)’x 4
= ((10)°)*x4

= (100)*x 4

- BG3xi

- T089x4

= 17 x4

&8

= 1

onde sempre que alguma poténcia ultrapassa o valor 67 o substituimos
pelo seu resto na divisdo por 67. O leitor tem a total liberdade para verificar
tais calculos pelos métodos tradicionais e observar que realmente o niimero
67 satisfaz o pequeno teorema de Fermat.

Fixado um nimero d, o qual chamaremos de divisor, dizemos que
quaisquer dois nimeros naturais a e b possuem a mesma classe de equiva-
[éncia médulos d se a e b possuem o mesmo resto na divisio por d. Se isso
ocorre escrevermos a = b mod d ou ainda que a = b caso o nlimero d seja
bem entendido.

Embora o pequeno teorema de Fermat seja (til para encontrar nimeros
primos, o mesmo nao é totalmente confiavel. Repare que este teorema nos
entrega uma propriedade dos niimeros primos, mas nao nos diz se outros
nimeros também tem esta propriedade.

O bom é que ha outros métodos, mais elaborados e precisos, para determi-
narse um nimero é primo ou composto sem fatora-los. O teste de Miller-Rabin,
desenvolvido em 1976, e o algoritmo AKS (siglas dos nomes Agrawal, Kayal e
Saxena), desenvolvido muito recentemente em 2006, sao alguns exemplos.

O balanco entre a dificuldade do problema de fatoracio em contraste
com a facilidade de determinar se um nimero é primo ou composto possi-
bilitou aos matematicos Rivest, Adlean e Shamir desenvolverem em 1967 o
primeiro algoritmo de criptografia de chave publica, hoje conhecido como
RSA, a primeira aplicagao praticada teoria dos niimeros primos desde que a



humanidade trabalha com eles. Os detalhes desse algoritmo foram estudados
no trabalho de conclusio de curso (SOUZA, 2018).

Voltando ao tema do resto de divisao, a notagao com barra g adotada
anteriormente para simplificar as contas carrega implicitamente um concei-
to extremamente utilizado na algebra, a ideia de classes de equivaléncia.

Aqui dizemos que a é a classe de equivaléncia do elemento d. A ideia
de classe de equivaléncia se relaciona com uma outra definigdo denominada
relacdo de equivaléncia. Dois niimeros a e b que possuem o0 mesmo resto na
divisdo por um nimero d estao relacionados. Esta é uma relacdo de equi-
valéncia denominado "relacdo de equivaléncia médulo d". Assim podemos
dizer que a e b possuem, ou pertencem, a mesma classe de equivaléncia.

Existem alguns critérios para chamarmos uma relagio de relagio de
equivaléncia: primeiro, todo a deve estar relacionado consigo mesmo; segundo
se a esta relacionado com b, entdo b esté relacionado com a; e por fim se a
se relaciona com b e b com ¢, entdo a se relaciona com c. Note que estas trés
condicdes valem para o caso em que a relagdo se configura como possuir o
mesmo resto na divisdo por um nimero d dado.

Aideia de classes de equivaléncia é como organizar seu guarda-roupas
pelas cores das pecas. Uma camisa vermelha e uma meia da mesma cor nao
sdo iguais, mas estdao na mesma classe. O que fazemos aqui é “olhar para as
cores”, e ndo para as pegas.

Vocé ja ouviu o conceito de equivaléncia antes e talvez ndo saiba. Desde
0 6° ano do ensino fundamental somos ensinados de que as fracdes 1/2 e
2/4 sdo equivalentes, e ndo iguais. De fato, ndo sdo a mesma fracao, pois os
nimeros dos numeradores e denominadores sao diferentes. Mas representam
0 mesmo nimero racional.

O termo fragbes equivalente ndo é a toa. Uma fracao a/b nada mais é que
um par de dois nimeros inteiros (a,b) desde que b # 0, e duas fracoes a/b e
¢/dsdo equivalentes se vale a igualdade da multiplicagao cruzada ad = bcou,
equivalentemente, a identidade ad — bc = 0.

Aidentidade acima realmente estabelece uma relacdao de equivaléncia
entre os pares de inteiros (a,b) onde b # 0 . Para quem esta acostumado
com a linguagem de conjuntos e produto cartesiano, esta é uma relacio
sobre o conjunto Z X Z*. A diferenca aqui é que os matematicos optaram
por representar esta classe de equivaléncia do par (a,b) pela fracdo a/b ao
invés da barra (a,b).



A vantagem de olhar para o conjunto dos nimeros racionais dessa
forma é poder dar uma outra perspectiva as férmulas de soma e produto de
fracOes e ainda poder formar fracdes com elementos que nao sdo nimeros.
Por exemplo, polinémios.

2 GRUPOS
21 AXIOMAS DE GRUPOS

As equagoes polinomiais, aquelas da formaa, + ax + ax*+ .. + a x" = 0,
vem a muito tempo atraindo a aten¢ao dos matematicos. Sabe-se que matemati-
cos babil6nicos que viveram a mais de mil anos antes de Cristo ja sabiam resolver
aequacao de grau dois, aquelas da forma a + bx + cx? = 0. Muito tempo depois,
ja no século XVI, Tartaglia e Cardano conseguiram obter férmulas de resolucio
para as de grau 3. Pouco tempo depois, Ferro, aluno de Cardano, determina uma
formula para a equacao de grau 4.

Dado o curto prazo entre as resolu¢des dos problemas de graus 3 e 4,
acreditava-se que a matematica da época esta tao avancada que logo achariam
formulas para as equacdes de graus 5, 6 e assim por diante. Qual foi a surpresa
quando Abel e Galois demonstraram que isso nunca aconteceria. De fato, nao ha,
seguindo as regras classicas de usar apenas operagoes fundamentais e radicais,
féormulas gerais para resolver as equacoes polinomiais de graus maiores que 4.

Aideia de Galois foi avaliar como se comportam as permutacdes das
raizes dos polindmios. Este trabalho d4 origem posteriormente ao conceito
de grupo. Um grupo é a estrutura formada por um conjunto G com uma ope-
racdo binaria %, estrutura essa denotada por (G,*), satisfazendo trés axiomas

BParatodofg h€G f*(g*h)=(f+g)*h
BExistee e Gondeparatodog€Gexg=g e gxe=g
BParacadageGexistegl e Gtalqueg+g'=e e glxg=e

As propriedades acimasao respectivamente denominadas de associativi-
dade, existéncia do elemento neutro, e existéncia do inverso.

Se ainda paratodof g € G, vale que f* g = g = f, 0 famoso “a ordem dos
fatores ndo altera o resultado”, entdo dizemos que (G,*) é um grupo abeliano,
nome dado em homenagem a Abel.



3 GRUPOS NUMERICOS

Os exemplos mais 6bvios de grupos sao os conjuntos numéricos. Por
exemplo, se G é o conjunto dos niimeros inteiros Z e  é a operacao de adi¢do
+, entao (Z,*) é um grupo. Da mesma forma (Q,"), (R,"), (C,") sdo grupos.

E claro que nem tudo pode ser grupo. Por exemplo, (N,*) ndo é um
grupo, pois qualquer nimero, n, exceto o zero, possui seu inverso aditivo
-n fora do conjunto N. Também n3o constitui-se um grupo o conjunto (Z,),
pois com um breve exemplotalcomo2-(3-1)=0e (2-3)-1=-2nos
mostra que a operagao - ndo é associativa. Em geral, qualquer conjunto G
com uma operacao * associativa e com elemento neutro dard origem a um
grupo. Basta tomarmos o subconjunto H € G dos elementos que possuem
inversos. Neste caso o grupo é formado pelo conjunto H e a operagao x*.
Isso corre por exemplo com a operagio de multiplicacdo - em qualquer dos
conjuntos N, Z, Q, Rou C. Em todos estes conjuntos a operagao de multipli-
cagio é associativa e 1 é seu elemento neutro. Em N o Unico elemento que
possui um inverso multiplicativo é o nimero 1, neste caso o subconjunto H
C NéH={1}. EmZ ha dois elementos que possuem inverso multiplicativo,
1 e -1, assim formamos o grupo ({1,-1},-). Para os conjuntos numéricos
Q Rou Cbasta retirar o nimero 0.

& GRUPOS SIMETRICOS

Dadas duas fung¢oes de um conjunto nele mesmo f, g : X - X podemos
criar uma terceira funcdo a partir da composicdo g ° f: X = X na qual para
todo x € X, (g ° H(x) = g(f(x)). Sempre existe uma fungio especial e: X
— X que associa cada elemento a si mesmo, isto é e(x) = x. Neste sentido,
a composicao ° de funcdes de um conjunto nele mesmo é associativa e
possui o elemento neutro e. Isto é, para quaisquer funcdesf, g, h: X = X,
he(gef)=(h>g)°f eparatodafunciof:X—->X fee=fee-f=f

O que temos aqui é que o conjunto das fungoes de X em X, com a com-
posicao de funcdes, satisfazem quase todas as propriedades que definem um
grupo, faltando apenas a existéncia do inverso. Mas entao, podemos escolher
apenas as fun¢des de Xque possuem uma inversa e formar o conjunto S,. Assim
(S,, °) €um grupo, denominado o grupo de permutagdes dos elementos de X.
Ou nome que se d4 para S, é o de grupo simétrico de X.



Figura 2: Rotagao de 120° do triangulo
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Fonte: os autores

O nome grupo de permutacdes para S, pode ser explicado de uma forma
pratica.

Considere X = {1,2,3} um conjunto com trés elementos. Uma funcio
invertivel sobre este conjunto nada mais é como uma reorganizagao, ou seja
uma permutagao, da ordem de seus elementos. Por exemplo, a funcio f tal
que fl1) =2, f(2) =1 e f(3) = 3 pode ser denotada por

123
f= (2 1 3)
N3o € a toa que os grupos S, neste caso € denotado por S,.

O grupo S, possui uma propriedade especial por também representar
o conjunto das possiveis simetrias do triangulo equilatero.

Tome um triangulo equilatero e enumere seus vértices, digamos no
sentido anti-horario. Qualquer manipulacio desse tridngulo que seja irreco-
nhecivel ao seu final, exceto por causa da enumeracio, é denominado uma
simetria. Cada simetria desloca a posicao de cada vértice para uma nova
posicao. Por exemplo, ao girar o tridngulo por um dngulo de 120° o vértice 1
assumira a posicao do vértice 2, o vértice 2 a posicao do vértice 3 e o vértice
3 a posicao do vértice 1, Figura 2.1.

Um tridngulo equilatero possui 6 possiveis simetrias, trés rotacoes a
partir dos angulos 120°, 240° e 360°, e trés reflexdes a partir de cada uma
de suas alturas, exatamente o mesmo nimero de elementos de S, veja
Figura 2.2.



ALGEBRA

No geral, o conjunto das simetrias de um poligono regular de n lados é
um grupo com a operagao de composicdo. Denominamos este de grupo diedral
de ordem n, e o denotamos por D .

Figura 2.2: Rotagao de 120° do tridngulo

Fonte: os autores

No caso em que n = 3 vale aigualdade S, = D,, mas tal igualdade € falsa para
qualquer n > 3. Por exemplo, no grupo das permutagdes de 4 objetos S, a
fungiof:( 5 1 3 4 )Naorepresenta nenhuma das 8 simetrias de D, uma
vez que permutar os vértices adjacentes 1 e 2 sem mover os demais resultaria
em uma deformacado do quadrado, veja Figura 2.3,

Figura 2.3: A “simetria” do quadrado que falhou

1 2 L 1

4 3 Y 3

Fonte: os autores
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5 GRUPOS DE MATRIZES

Uma interessante classe de grupos, fonte de muita pesquisa, é a classe
dos grupos lineares GL (k). Este grupo é formado por matrizes quadradas
de ordem n, cujos elementos das entradas estao em ke a multiplicacdo
é a multiplicagao usual de matrizes. Normalmente k é o conjuntos dos
nameros reais R ou dos complexos C, mas pode ser um outro conjunto
satisfazendo certas regras.

Pedimos ao leitor confiar de que para qualquer trés matrizes 4, Be C,
temos associatividade A(BC) = (AB)C. Além disso, a matriz identidade I, a
matriz com 1 em todos os elementos da diagonal e 0 nas outras entradas,
é o elemento identidade da multiplicacao de matrizes.

Ocorre que nem toda matriz 4, existird uma matriz B tal que AB = BA

= [, isto é, ha matrizes que ndo possuem inversos. Isso nos diz que nem toda
matriz € elemento de um grupo linear GI (k). De fato, o conjunto das matrizes
de GL, (k) é formado apenas pelas matrizes invertiveis.
Toda matriz também pode ser vista como uma fungao. Por exemplo, consi-
dere R2=RxR 0 conjuntos dos pares ordenados de niimeros reais (xy). Seja
a fungao T: R* - R?tal que T(x))= (2x - 3y,x +J). Se representarmos os pares
(xY) e (2x - 3y,x +y) como matrizes coluna, entdo a regra de define T pode
ser presentada pela multiplicacao de matrizes

(3101 (]

Generalizando, as matrizes quadradas de ordem n representam fun-
¢oes de R"em R". Tais funcdes, que podem ser representadas por matrizes,
sdo denominadas transformacdes lineares. Uma transformacao linear
serd uma funcdo invertivel se, e somente se, a matriz' que a representa
é invertivel. Por causa disso GL (k) € também denominado grupo das
transformacoes lineares invertiveis.

Se isso ndo é o suficiente para vocé tornar o conteldo de matrizes seu
contelido de matematica favorito, saiba que elas conseguem representar coisas
que nem parecem numeéricas.

1 Seestivéssemos falando da matriz de uma transformacao linear de forma precisa, deveriamos ter
mencionado o conceito de base de um espaco vetorial. Entretanto, estamos propositalmente suprimindo
esta informacao para sermos claros e praticos. Se isso ndo agradar o leitor, ent3o todas as bases nao
mencionadas so as canonicas.



René Decartes, e seus contemporaneos, conseguiram representar os
pontos de um plano por pares de nimeros reais (xy). Para isso basta definir
um sistema de retas ortogonais e marcadas com os nimeros reais. Como as
matrizes quadradas de ordem 2 representam fungées que levam pares (x,))
a outros pares (x’y"), tais matrizes representam uma movimentacdo dos

0-11 a7 a0 quadrado

pontos no plano. Agora veja o que a matriz M = 10

no plano de vértices
A=(1,1),B=(-11),C=(-1-1)eD=(1,-1).
Paraver o que acontece, vamos ver a acao de Msobre o primeiro vértice A.

G S

Note que o resultado é a coordenada do ponto B. Ndo s6 isso, a matriz
Mtambém leva o ponto Bem C, Cem De o ponto Dem A. Ou seja, a matriz M
rotacionou o quadrado do plano por um angulo de 90°, veja Figura 2.4.

Vocé deve se lembrar que a alguns paragrafos atras dissemos que a rotagao
de 90° de um quadrado por uma simetria é um elemento do grupo diedral D,
Mas também a matriz M anterior realiza uma rotacao de 9o°, isso significa que
M é um elemento do grupo D,? Seria 0 grupo linear GL,(R) igual a D.?

Figura 4: Rotagdo de 90° com matrizes

A
AN (-—1,@/,!‘\441,1)

f z>

Ce (1, D A0 D)

Fonte: os autores



As respostas as questdes anteriores é ndo e nio. Primeiro por que
em GL,(R) existem infinitas matrizes, enquanto D4é formado por apenas
8 elementos. Outra justificativa é a natureza desses elementos. A matriz
M n3o é a simetria de rotacdo de 90° do quadrado, a fungao em R?, repre-
sentando o plano, obtida pela multiplicacdo por M realiza uma rotacio
de 90° que mantém todos os pontos do quadrado de vértices A, B, Ce D
na mesma regiao.

Embora D, e GL,(R) ndo seja o0 mesmo grupo, podemos obter um con-
junto de 8 matrizes de GL,(R) que se comportem de forma parecida com os
elementos de D,. Este conjunto evoca o conceito de subgrupo, ou seja, € um
grupo menor dentro de um grupo maior. Com esse subgrupo podemos obter
resultados relevantes referentes a D,, mas olhando para matrizes de GL,(R).
Esse é um trabalho comum na algebra, estudar um objeto, mas olhando para
outros que se comportam de maneira similar.

6 0S GRUPOS E A MUSICA

Tao satisfatério como estudar grupos é ouvi-los. Isso pode soar estra-
nho, mas é exatamente o que vocé vai encontrar no trabalho de conclusao
de curso (BUZINARO, 2019).

N3o é de agora que a matematica é um instrumento fundamental
para a musica. Tanto isso é verdade, que a propria escala das sete notas
musicais mais conhecida foi criada na escola pitagorica. Posteriormente
este conjunto de notas sofreu algumas correcoes por Andreas Werckmeister,
dando origem a escala temperada, ou cromatica. E isso, ndo sem a ajuda
fundamental proporcionada pelos logaritmos.

Tal como os pitagéricos e Werckmeister se propuseram a estudar
a musica classica com ferramentas classicas da matematica tal como as
fragcoes e o logaritmo, Allen Forte se prop6s a analisar algumas composicoes
musicais modernas. E uma das ferramentas fundamentais para isso foi a
teoria de grupos.

217



Figura 5: Notas musicais e o dodecagono

Fonte: os autores

As notas musicais na escala temperada se dividem em 12 notas funda-
mentais. Dispondo essas doze notas em um circulo formamos um poligono
regular de doze lados, denominado dodecagono, veja Figura 2.5. O grupo que
é ferramenta para trabalhar mdsica com essas notas é o mesmo que age com
simetrias desse poligono, ou seja, o grupo Diedral D, .

Se 8 denotaarotacio de30°do dodecaedro e rareflexdo pelo eixo do vértice
que estd a nota D6, entdo as 24 simetrias que constituem os elementos do grupo
diedral p , podem ser denotados por e = 62, 6, 0%,.., 6" e 1, r6, ré?,., ro*.

Johann Sebastian Bach usa e abusa do grupo diedral na partitura inven-
¢3o n°1 de “O cravo bem temperado”. Podemos ver que ha uma sequéncia de
notas cujos simbolos parece se repetir em varios outros lugares da partitura.
Curiosamente, esta sequéncia nao se apresenta com as mesmas notas nestes
outros locais marcados, mas transladado na vertical, ou invertido de baixo
para cima, como se houvesse um espelho.



O uso do grupo diedral na composicao de Bach fica claro na Figura 2.6.
A primeira sequéncia de 7 notas circuladas se refere as notas dé, ré, mi, fa,
ré, mi e do, ja a segunda sequéncia é formada pelas notas |3, sol, fa, mi, sol,
fa e la. Compare estas duas sequéncias com o dodecagono ao lado. A sime-
tria de reflexdo, representada pela reta pontilhada, transforma a primeira
sequéncia na outra. A reflexao em questao troca dé com |4, ré com sol, mi
com fa e fa com mi. Compare.

Nao obstante, as outras sequéncias de notas circuladas também sao
obtidas da primeira por alguma outra simetria do grupo diedral. Somente
algumas correc¢bes sio realizadas por Bach nas notas pintadas em vermelho.
Essas ndo sdo obtidas pelas simetrias, mas foram substituidas para que a
peca permanecesse no campo harmonico escolhido pelo compositor.

Figura 6: Tema repetido em composic¢des classicas

Invention Nr. | 18 Bach

— BWV 172 Y =

4 -..- \ &

Fonte: os autores

O trabalho (BUZINARO, 2019) ainda aborda como o grupo diedral D,,e
outros grupos podem ser usados para analisar musicas classicas, modernas,
eruditas e populares, as formacoes de acordes, seus encadeamentos e ainda
sequéncias de intervalos musicais.

Vale ressaltar que ndo se sabe ao certo se Bach, e outros demais com-
positores, realmente sabiam a matematica que estavam aplicando nas suas
composicoes, ou se eram levados naturalmente pela beleza da arte.

7 ESTRUTURAS DE GRUPO

Mesmo diante de tantos exemplos, e aplicages esplendorosas da
teoria de grupos, sempre havera aqueles que preferem a matematica pela
matematica. Ou no caso dessa sec¢do, o grupo pelo grupo. S3o pessoas que se
dedicam exclusiva e exaustivamente a provar teoremas. Quando perguntam



aos alunos “pra que alguém usa isso?”, alguns dirdo: “para ser aprovado no
curso”. Porém outros alunos dirdo que é arte, e ainda, outros dirdo que é
para a contemplacdo da verdade.

Para aqueles que querem estudar a teoria pela teoria, existem os sub-
grupos. Dado um grupo (G,*), um subgrupo é formado por um subconjunto
Hde Gtal que com a mesma operacao * (H,*) € um grupo. Um exemplo é o
subgrupo dos nimeros pares de (Z,*). O resultado da soma e da diferenca
de nimeros pares € par, 0 é par e o negativo de um par € par. Este subgrupo
dos niimeros pares é denotado por (2Z%).

Joseph-Louis Lagrange provou que se (G,x) é um grupo com um nimero
n de elementos, e (H,*) € um subgrupo de (G,x) com d elementos, entdo d
é um divisor de n. Nao a toa, a questao de possiveis subgrupos para o caso
finito foi estudada em Remor e Araiijo (2020), em conjunto com os teoremas
de Peter Ludwig Mejdell Sylow; ou ainda em Previatti (2016), que aborda o
mesmo tema e o teorema de Hall.

Ha também as relagdes de equivaléncia. Se (G,*) é um grupo e (H,*)
um de seus subgrupos, entdo dizer que a,b € G estdo relacionais se a * b™*
€ Hé uma relacdo de equivaléncia. Disso os elementos de G podem ser
agrupados em classe de equivaléncia. Se (H,*) satisfaz algumas condicoes,
este conjunto de classes de equivaléncia da origem a um novo grupo.

Vamos voltar ao exemplo do grupo dos inteiros (Z,*) e seu subgrupo de
nimeros pares (2Z,%). Neste caso ha somente duas classes de equivaléncia,
dos nimeros pares, classe essa representada por o e dos impares, represen-
tada por1. O novo grupo que surge desses objetos é denotado por Z,= {0,1}.
N3o é complicado ver como sdo as operacéesem Z,,0+0=0,0+ 1=
1,1+0=1e1+1=0.Uma generalizacio desse exemplo da origem a
aritmética modular, a qual contempla a relacdo de equivaléncia modular
que mencionamos no uso da criptografia e dos critérios de primalidade.

O trabalho, segundo Grassi e Vinciguerra (2021), ainda relaciona a teoria
de grupo com uma outra estrutura denominada anel. Neste caso, ndo s6 uma
rica teoria foi estudada, mas diversos exemplos sofisticados como o grupo
dos quatérnios, produto direto de grupos, representagoes, e o Teorema de
Meschke.

Em Remor e Ara(jo (2020) é feita uma discussao sobre o Teorema de
Lagrange e os Teoremas de Sylow. Os Teoremas de Sylow nos diz algumas con-
dicOes para que um grupo G, com infinitos elementos, possua um subgrupo
com uma quantidade determinada de elementos. Aprofundando um pouco
mais no trabalho (PREVIATTI, 2016), continuamos essa discussido falando



dos subgrupos de Hall. Tudo isso pois, sabendo os subgrupos de um grupo,
conhecemos muitas outras informacoes sobre a sua estrutura.

Nao poderiamos também deixar de comentar o trabalho de Merli e Araijo
(2014), que para além da teoria e da pratica, relaciona o contetdo de grupos
com o ensino-aprendizagem.

8 ANEIS
81 INTRODUCAO AOS ANEIS

Emboraateoria de grupos contemple uma tinica operagao, muitas outros
objetos possui maisde umaoperaciodefinidasobreummesmoconjunto.Issoé
ocasodosexemplosjécitados referentes aos conjuntos Z, Q, R e Mn(k) onde k é
um dos trés exemplos anteriores. Em todos esses exemplos ha duas principais
operagoes: uma adicdao + e uma multiplicagao -. Estas duas operacdes casam
numa perfeita relacdo denominada distributividade. Dizemos assim que a
multiplicagdo - é distributiva com relacio a adigao, pois para toda terna de
elementosabectemosquea-(b+c)=a-b+a-ce(@a+b)-c=a-c+b-c

Essa valsa de operacoes estabelece o conceito da estrutura de anel, da
qual os exemplos acima citados nada mais é que uma infima amostra de um
gigantesco universo. Por defini¢do, dizemos que um conjunto A com duas
operacdes + e * é um anel se: 1. (4,+) é um grupo abeliano; 2. a operagao - é
associativa; 3. a operacdo - possui um elemento neutro 1 e 4. € distributiva
com relacdo a +.

Enquanto em um grupo o nome da operagdo depende da natureza do
exemplo, num anel + e * s3o sempre denominadas por soma, ou adicdo, e
produto, ou multiplicacdo, respectivamente. O anel A é também denotado
por (4,+,). Porém, quando a estrutura € muito bem conhecida a mesma
é representada apenas pelo seu conjunto A. Esse é o caso dos exemplos
Z, Q R e Mn(k) uma vez que dificilmente alguém escreve (Z+,7).

Dependendo de algumas propriedades adicionais satisfeitas pelo anel
(A,+,") o mesmo recebe alguns nomes especiais. Dizemos que o anel é:

gcomutativo: se ab = ba para todo par a,b € 4;
gdominio: se sempre que um produto ab = 0, entdo a =0 ou b = 0;

gdedivisdo: se paratodo a € A\{0}, existeum a' EAtalqueaa'=1ea'a=1;



Bdominio de integridade: se 0 anel é comutativo e um dominio;

Hcorpo: se 0 anel é comutativo e de divisao.

Em nossos exemplos, Zé um dominio de integridade, mas ndo um corpo,
pois ndo é um anel de divisdo. Q Re C sdo corpos.Ja M (R), se n > 2, ndo é
nem comutativo, nem um dominio e sequer um anel de divis3o.

8.2 ANEL DE POLINOMIOS

Dado um anel A qualquer podemos formar um anel maior A[x] deno-
minado anel polindmios na indeterminada x com coeficientes em A. Os
elementos de A[x] sdo expressdes da forma p(x) = a,+a,x+..+a x". Muitas
vezes queremos substituir o valor de xe calcular a expressio p(x), ou ainda
igualar p(x) = 0 e resolver a equagao, mas aqui ndo. O que nos interessa no
anel de polindémios sdo as expressdes completas p(x) = a, + a,x + .. + ax'

Dados dois polindmios p(x) = a,tax+ ..+ax" eqlx)=b +
bx+ ..+ bx" asoma resulta no polinémio p(x) + q(x) = (a, + b)) +
(a1 + bl)x + ..., ou seja, somando os coeficientes dos mondmios em x de
mesmo grau. A multiplicacdo é um pouquinho mais complicada de se
fazer. Se p(x)q(x) = c, tex+ c,x* + .., entdo cada coeficiente ¢ dado por:

G = aObi + albi—l Tt aibo‘

No anel de polind6mios A[x], A é considerado um subanel. Se A é um
anel comutativo, entdo A[x] é comutativo. Se A é um dominio, entao A[x]
é um dominio. Consequentemente, se Aé um dominio de integridade, isto
é um dominio e comutativo, entdo A[x] também sera.

Eimportante observar que nem tudo é passado ao anel de polindmios.
Por exemplo,

A[x] nunca sera um corpo, mesmo que A o seja.

Algo que é interessante de se ressaltar sdo as propriedades especificas
do anel de polindmios R[x]. O anel R[x] possui uma divisdo euclidiana
similar a divisao em Z, isto é, com divisor, dividendo, quociente e resto.
Disso segue que em R[x] ha ainda os conceitos de maltiplos, divisores,
elementos primos, fatoracio e inclusive uma espécie de aritmética modular.
Tais conceitos foram estudados no trabalho de Remor et al.(2019).

Dado que A[x] é um anel, e que sempre podemos formar o anel de
polindmios sobre um anel, podemos formar o anel de poliné6mios sobre
um anel de polindmios da forma A[x][y]. Poderiamos ainda acrescentar



uma outra indeterminada A[x][y][z], ou ainda continuar indefinidamente.
Ocorre que, como nao ha diferencas significativas entre os anéis A[x][y] e
Aly][x], denotamos estes simplesmente por A[xy]. O Anel A[x,,...x ] € de-
nominado o anel de polinémios em n indeterminadas com coeficientes em
A. Tais anéis possuem suas propriedades e aplicacdes, tal como os demais.

8.3 ANEL DE FRAGOES

Embora o conjunto dos nimeros inteiros resolva o problema dos ele-
mentos simétricos com relacio a adicao do conjunto dos niimeros naturais, de
modo que a equacio 2+x=0passaa ter solucao em Z, ainda deixa a desejar
quando pensamos na operagao de multiplicacdo.

Geralmente, para resolver uma equacao utilizamos as propriedades
simétricas da adicdo (passadooutroladosubtraindo) e de multiplicacao (passa
do outro lado dividindo). Por exemplo, para encontrar o valor de x na equacao
3x + 4 =10, primeiro subtraimos 4 em ambos os lados da igualdade, ficando
com 3x = 6. Depois dividimos os dois lados por 3, o que nos da x = 2

O “dividir por 3” é possivel em Z no exemplo acima pois 6 € um multiplo
de 3, mas nao é possivel para a equacdo 3x = 1. Para resolver esse problema, é
necessario um anel maior, que além de conter os nimeros inteiros, contenha
também o nimero 1/3. Um exemplo de tal anel é Q.

O problema apresentado acima nos remete a necessidade de fragoes na
teoria de anéis. A ideia é a mesma que comentamos na se¢ao 2 sobre as fracoes
em Q. Um elemento de Q é uma fragdo % onde aé um inteiro qualquere b é
um outro inteiro, mas diferente de zero.

Fracoes diferentes podem representar o mesmo nimero, como por exem-
plo1/2 =2/4, arespostaparaisso éque a fracao é uma classe de equivaléncia,
e o parnumeradore denominador é um representante para essa classe.

Se Aéumdominio de integridade, ou seja, comutativo e tal que ndo exista
pares de elementos ndo nulos a e b cujo produto ab = 0, entdo podemos pro-
curar subconjuntos S € A para ser denominadores de fragdes. Aqui, o conjunto
S deve satisfazer trés propriedades: 1) a identidade 1, € S; 2) se a,b € S, entdo
o produtoab € Se 3) 0 ¢ S. Dados estes elementos, podemos formar o anel
de fragoes AS~1, cujos elementos sao fracoes a que é a classe de equivaléncia
do par ordenado (a,s)ondea € Aes€S.

Bom, ha muita coisa que explicar aqui. Antes disso observe nos exemplos
com A =Ze AS™' = Q. Aqui como os denominadores das fracdes 2 € Q pode
ser qualquer inteiro no nulo, temos que S é este conjunto. Ou seja, Scontém
todos os nimeros inteiros, exceto o zero.
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Agora, voltando para a construcio de AS—L. Primeiro, se £ é uma classe

de equivaléncia do par (a,s), entdo deve existir uma relagéosde equivaléncia
entre estes pares. Tal relagdo é o que conhecemos como multiplicagdo cruzada.
Dados dois pares (a,s) e (b,t) com a,b € A e st € S, dizemos que este estao
relacionados se bs = at.

Também, como estamos afirmando que AS-* é um anel, devemos pelo
menos indicar como sdo feitas a soma e o produto. Para isso basta ver qual é
o papel de S neste novo anel. Cada elemento % de AS! deve representar,
como nos nimeros racionais, o inverso de s =5

Assim, uma outra forma de pensar a fracao é escrever % =as'. Nesta
escrita, uma regra para a multiplicacao fica facil, pois (as~)(bt") = (ab)(st)™
(lembrando que o anel é comutativo).

A férmula da soma requer um pouco mais de detalhes. Se s,t € S, entdo
1=ss1el=tt, disso temos que:

ast+btt=ast-1+bt1-1
=as?t-ttl+btl-sst

=ats 't + bssit!

= (at + bs)(st)*

Esta dltimaidentidade, junto com a formula (as™)(bt™*) = (ab)(st)* nos
dao as seguintes identidades para realizar a soma e a multiplicacio em AS™
a,b_at+bs, ab_ab
b "t st stoost o .

Mas o que fazer quando A ndo é um dominio de integridade? Na verdade,

que porsinalja conhecemos como fragoes de Q.

essas generalizagoes nao param por ai. Mesmo no caso em que o anel ndo seja
um dominio de integridade, uma construcio similar pode ser realizada. E claro,
S devera satisfazer condi¢oes adicionais. Porém, neste caso, o anel obtido nem
sempre sera algo com propriedades tdo bem comportadas. Para obter maiores
detalhes sobre o assunto, o leitor podera se aventurar no trabalho de Lamb e
Vinciguerra (2021b).

8.4 DERIVACOES SOBRE ANEIS

Um assunto primordial e, por isso presentes na maioria dos cursos

de graduacio, é a derivacdo. Estamos aqui tratando de funcdes reais



f: R —> R™sobre uma ou mais variaveis reais. Por exemplo, a funcio poli-
nomial real f(x) = 2x* — x> + 5 tem como derivada uma outra funcao real
() :=6x—2xA derivada desempenha um papel relevante no estudo
de uma determinada funcio. Por exemplo, é a partir das derivadas que
podemos determinar os maximos e minimos da funcao.

Como todo bom curso de calculo ensina, as derivadas gozam de diversas
propriedades. Duas que se destacam sdo a formula da derivada para a adicio

e aregra de Leibniz para o produto. Regras estas dadas respectivamente por:
0.(f+9) =0 +099)
d.(fg) = 0,(Ng + f0,(9)

onde a multiplicacdo fg representa a funcio real que associa x ao valor
fx) - gx).

Ocorre que o conjunto das funcoes reais que podem ser derivadas varias
vezes, com as operagoes f +g e fg acima definidas, € um anel comutativo
denotado por C_(R). Assim a derivada com relagdo a x nada mais € do que
uma funcdo gx: C_(R) - C_(R) que levaum elemento f€ C_(R) asuaderivada
d f. Tais propriedades nos permitem generalizar o conceito de derivadas
sobre um anel qualquer.

Seja A um anel, uma fun¢do d : A - A é dita uma derivacdo de A se
d(a + b) =d(a) + d(b) e d(ab) = d(a)b + ad(b) para todo a,b € A.

Relembre que para qualquer anel A podemos construir seu anel de
polindmios A[x] cujos elementos sdo da forma p(x) = a,ftaxt..tax"
onde n é um inteiro positivo. Uma derivacao d : A[x] - A[x] 6bvia sobre
A[x] pode ser obtida pela mesma regra de derivacdo de polinémios reais,
onde d(p(x)) = a,+2a,x*+..+na x"". Generaliza¢des semelhantes podemos
obtersobre os anéis de polindmios sobre varias indeterminadas A[x1,..xn].

A motivacao que nos faz estudar os anéis com derivacoes é trazer
este conceito pertencente a matematica aplicada para a matematica pura.
Se um anel A possui uma derivagao d, construimos um novo anel A[6;d]
denominado anel de operadores diferenciais. Os elementos de R[8;d] sdo
polindmios na variavel 8 com coeficientes em R. A adicao é a usual de po-
lindmios. Porém a multiplicacdo se estende de Rvia a regra 8a = af+d(a).



Ou seja, a multiplicacdo sobre uma perturbacao pela derivacio, fazendo
com que a comutatividade n3o ocorra neste novo anel.

Estes anéis de derivacio aparecem naturalmente nas dlgebras de Wey!.
Estas algebras sao geradas de forma livre por duas variaveis x e y sobre um
anel A junto com a relacdo xy = yx + € onde € € um elemento especifico de
A. As algebras de Weyl aparecem no contexto da fisica quantica, e o termo
e corresponde ao principio de incerteza de Heisenberg.

Vale lembrar ao autor que as nuances e aspectos formais das aplicacoes
das algebras de Weyl, e dos anéis de operadores diferenciais, a qualquer fisica
fogem do escopo e do interesse atual dos autores. O que nao indica que tal
assunto nao sera tratado por algum de nds, até que possamos descrevé-lo
melhor no capitulo de 20 anos do curso.

Maiores detalhes a respeito da relacio das derivagdes com a construgado
dos anéis de operadores diferenciais e suas propriedades podem ser consul-
tadas em Lamb e Vinciguerra (2021a).

8.5 INTRODUCAO A0S MODULOS

A frase “tudo é namero”, atribuida a Pitdgoras de Samos, 500 a.C.,
procurou sintetizar a relacao em que, as mais diversas expressoes da arte
humana podem ser entendida de uma forma quantitativa. Um exemplo
disso é a musica, anteriormente citada.

Embora, para a época, a geometria ndo possuia elementos pro-
priamente expressos em nimeros. Exemplos disso eram as posicoes
e convexidade. Isso parecia tornar a coeréncia da frase de Pitagoras
vacilante. Porém, no século XVI, isso deixa de ser um problema gracas
ao produto cartesiano.

O plano cartesiano nos diz que qualquer ponto em uma folha retangular
é perfeitamente determinado por suas distancias a margem esquerda e a
margem inferior. Nessa perspectiva, cada ponto P pode ser entendido como
um par de nimeros (x,)). A implicacdo disso é que qualquer forma geomé-
trica se torna um conjunto desses pontos. Ou seja, formas geométricas sao
aglomerados de nimeros o que recupera o sentido original da frase “tudo
é nimero”.

Usando o conjunto dos nimeros reais R como modelo para repre-
sentar distancias, o plano euclidiano pode ser representado pelo produto
cartesiano R? = R x R, isto é, o conjunto dos pares ordenados (x,)) onde x



e y sdo nimeros reais. O espaco de trés dimensdes é R® e, caso precisemos
de dimensdes adicionais, podemos trabalhar com o conjunto das n-uplas
(xx,--x ) de R". Os elementos de R" também sao denominados vetores,
e R» de espaco vetorial.

Formalmente falando, se ké um corpo, entdao um espaco vetorial sobre k
é um grupo abeliano (M,+) onde podemos multiplicar elementos @ € K com
elementos m € M da forma am € M tal que, paratodoa, B € k, m, n,p € M:

1. (¢ + f)m =am + fm
2.a(m+n)=am+ an
3. a(fm) = (af)m

4. 1m=m

E importante ressaltar aqui nessas condicdes que nem sempre os sim-
bolos + ou * significam a mesma coisa. Por exemplo, na identidade (a + )
m =am + fm a soma a esquerda é realizada em k, enquanto que a direita
estamos somando elementos de M. O cuidado entdo deve ser observando
que tipo de elementos estamos operando. Isso é um abuso de notacdo que
pode causar certo desconforto de inicio, mas que torna-se compreensivel a
medida que os estudos avancam.

Em R?a adicdo coordenada a coordenada (xy) + (rs) = (x +ry +s) faz
de R* um grupo abeliano, e a multiplicagao a(xy) = (ax,ay), com a.xy € R
satisfaz as condicOes acima citadas. Tais operacdes possuem grandes
significados fisicos, tai como posicdo, aceleracao, forca, etc, mas que nao
entraremos em detalhes aqui.

Na gana matematica de generalizar teorias, a substituicdao do corpo k
porsimplesmente um anel 4, se traduz na definicio de M como um médulo a
esquerda sobre A. O termo “a esquerda” se refere ao lado em que o elemento
a de A fica com relagdo ao emento m de M na multiplicagao am. Se A é um
anel comutativo, ndo ha diferenca ao escrever am ou ma, mas se nao for
comutativo, isso acarretara erros.

O conceito de médulos n3o apenas generaliza a definicio de espaco veto-
rial, mas ha varios outros elementos que, do ponto certo de vista, sao médulos.
Se (G,*) é um grupo, entdo para cada elementog € G e n € Z, a multiplicacdo
ng =g *g *..+g, gaparecendo h-vezessen 2 0,oung =g * g-' x..x g!
sen <0, faz de G um mddulo sobre Z. Além destes conceitos, a definicdo de
moédulos também generaliza o conceito de ideal de um anel ou a representacao
de uma algebra, termos estes que infelizmente ndo trataremos aqui.
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8.6 OUTROS ANEIS E SUAS TEORIAS

Tal como grupos, para quem se interessa na teoria de anéis pela teoria,
ha varias direcdes a se seguir. Pode-se trabalhar com ideais, radicais e anéis
quocientes. Pode-se trabalhar com geometria algébrica, anéis de polindmios
e anéis de fragOes. Pode-se trabalhar, também, com categorias especificas de
anéis como anéis primos, semiprimos, semissimples, valorizacdes discretas,
anéis locais e semilocais, perfeitos e semiperfeitos.

O conceito dos anéis de polindmios podem ser generalizados para
outras estruturas. Os anéis das séries de Laurent possuem “polindmios de
graus infinitos”. Os anéis de grupos transformam os elementos de um grupo
G em indeterminadas. Os anéis de semigrupos faz algo parecido com uma
estrutura menos exigente que a de grupos. Os anéis livres tornam as coisas
ainda mais interessantes.

Ha também muito sobre a teoria de anéis que pode ser dita sobre seus
médulos e as funcdes entre mdédulos. A esta parte da teoria damos nome
especial de homologia, pois estudas as propriedades dos anéis a partir dos
homomorfismos entre seus médulos. O nome homomorfismo pode parecer
assustador, mas nao é dificil de entender seu conceito. Um homomorfismo
nada mais é que uma func¢ao entre modulos que satisfaz algumas proprie-
dades especiais. Por exemplo, se nosso anel é um corpo, um homomorfismo
nada mais é do que uma transformacio linear, aquelas que quando os espacos
vetoriais tem dimensoes finitas sao representadas por matrizes.

9 ALGEBRA
91 INTRODUCAO AS ALGEBRAS

N3o mais justo do que dar o mesmo nome da area de conhecimento a
estrutura matematica que retine todos os conceitos deste campo de conheci-
mento numa sé definicio. Isto é, estamos falando da estrutura denominada
algebra. Antes de apresentar a definicio do que vem a ser uma algebra,
precisamos fazer uma ressalva.

Quando comegamos a falar de anel, dissemos que um anel é uma estrutura
(A,+,) onde (4,+) é um grupo abeliano, a multiplicagao - é distributiva sobre a
soma +, para toda terna a, b, ¢ € A4, a(bc) = (ab)c e existe 1, € A tal que para
todoa € Atemosqueal, = 1,a = a. Aidentidade a(bc) = (ab)c é denominada
associatividade da multiplicacdo e 1, a identidade do anel A. Dependendo
do contexto em que estamos trabalhando, é conveniente ou nio exigir a



associatividade da multiplicacio e/ou a existéncia da identidade. Como todos os
nossos exemplos de anéis possuem esta propriedade, j4 as exigimos na definic3o.

Entretanto, no contexto de dlgebras, a conveniéncia é outra. Assim, neste
caso esporadico, devemos mencionar quando uma ou outra propriedade
da definicdo é exigida ou ndo. Por exemplo, podemos dizer numa definicao
que (A,+,") é um anel, ndo necessariamente associativo, se ndo exigimos a
associatividade da multiplicagio. Dito isso temos:

B Definicao 5.1 Sejam um anel comutativo R e um modulo a esquerda (A,+) sobre
R. Dizemos que A é um algebra sobre R, ou ainda uma R-dlgebra, se A possui uma
multiplicagdo sobre seus elementos - tal que (A,+,*) é um anel, ndo necessariamente
associativo, e ndo necessariamente com identidade, tal que para todor € Re a,b € A,
valem as identidades.

r(ab) = (ra)b = a(rb) @)

Para ter uma dimensdo da tamanha grandiosidade dessa estrutura
para a algebra (a area do conhecimento), observamos primeiramente o
ponto de que estamos elevando um médulo A sobre um anel R ao status
dele préprio como anel. Temos aqui, portanto, um emaranhado de opera-
¢Oes: uma adicdo sobre R, outra sobre A, uma multiplicacdo sobre R, outra
sobre A, uma acdo de Rem A e um outro tanto de axiomas. Ou seja, ndo é
de se estranhar que tal tema somente apareca nas aulas mais adiantadas
da disciplina de algebra.

Um outro ponto a se considerar, ja dito no primeiro paragrafo desta
secao, é o quao primorosamente este conceito reline os mais diversos temas
da area dando-lhes novas perspectivas. Listamos abaixo alguns exemplos ja
apresentados:

« Um subanel, associativo, comutativo e com identidade, R de uma
anel qualquer S faz de S uma R-algebra;

< Um extensdo K de um corpo k é uma k-algebra (caso particular do
exemplo acima);

-« Z,Q,R eCrepresentam uma "cadeia” de algebras, cada um sobre o
anel anterior;

«  Oanelde fracdes de um anel comutativo R é uma R-algebra;

«  Oanel de matrizes Mn(R) sobre um anel R é uma R-algebra;



Se R é um anel, associativo com identidade, e Z(R) = {r e R: Va ER,
ra=ar},entdo RéumaZ(R)-algebra.Ouseja, todoanel é umaalgebra;

O plano R® com o produto vetorial é uma R-algebra.

Tantos exemplos nos diz que ja conheciamos algebras e nao sabiamos. E
dado que ja estamos familiarizado com o assunto, por que n3o nos apresen-
tarmos a algebras menos conhecidas como as algebras de Lie, Hopf e Weyl.

9.2 ALGEBRA DE LIE

Quem ja cursou uma vez na vida alguma aula de equacoes diferenciais
nao pode deixar de notar a grande semelhanca de tal com os métodos de
resolugao de equacgoes polinomiais. Por exemplo, uma equagao diferencial
ordinaria de grau 2 é resolvida a partir das raizes de seu polinémio caracte-
ristico de grau 2, o qual é uma equacao polinomial.

Por volta de 1870, Sophus Lie e Felix Klein resolveram aprofundar mais
ainda esta relacao de semelhanca. Observando como Galois e Abel traba-
[havam sobre os grupos de permutacoes das raizes polinomiais, Lie e Klein
resolveram fazer algumas coisas parecidas sobre equacdes diferenciais, o
que deu origem as famosas algebras de Lie.

Uma algebra de Lie é uma k-algebra L sobre um corpo k, isto é, exigimos
que ksejaum anel de divisao comutativo. Amultiplicacdo dentro de uma alge-
brade Lie é denotada por [xy] ao invés de xy, o qual é chamado de comutador
de Lie, ou também colchetes de Lie. O que distingue adlgebrade Lie de outras
algebras e anéis sao as regras impostas a esta multiplicacao.

Primeiramente, paratodox,y € L é exigido que [xy] = —[y.X], propriedade
essa denominada antissimétrica. Cada elemento x € L define uma funcao pela
multiplicacao d : L — L dada por d (y) = [xy]. Nas dlgebras de Lie exigimos
que cada uma dessas funcdes seja uma derivacio sobre L, isto é, quaisquer
que seja y,z € L queremos que:

dy+2z)=dy)+d[(2)
d(yz]) = [d)z] + y.d (2)]

A primeira dessas identidades nada mais é do que a distributividade
da multiplicacdo. J4 a segunda se traduz por [x,[y,z]] = [[xy].z]+[V.[x.2]].

Dado que [[xy]z] = —[z[xy]] = [z[yX]] e v.[xz]] = —[y.[zx]]. a segunda
identidade pode ser reescrita como:



Xzl + lzx]] + [z[xy]] = 0

Essa igualdade é denominada identidade de Jacobi.

N3o é dificil encontrar exemplos de dlgebras de Lie. Se (4,+,) é uma dlge-
bra cuja multiplicacdo é associativa, entao definamos uma nova multiplicacao
emA, por [xy] = xy - yx. Com essa nova multiplicacio a estrutura (4,+,[e,])
é uma algebra de Lie.

O colchete, ou comutador de Lie, em geral, ndo é associativo. Note que
[[xx]y] =0, mas no entanto [x,[x,y]] pode ndo se anular. De fato, tome a dlgebra
de matrizes M2(R) com o colchete definido por [X,Y ] = XY — Y X, onde XY é
a multiplicagao usual de matrizes. Se tomarmos por exemplo:

_|1 0 _10 1
o] =[o
entdo [X,X] = XX — XX = 0. Logo [[X,X],Y ] = 0, mas:

-1 1
X, [x,m{_l 1}&0

Os exemplos mais comuns de algebras de Lie s3o os conjuntos das
matrizes quadradas de ordem n, com a multiplicacdo usual de matrizes; sao
exemplos de algebras associativa e, definindo o colchete como acima, temos
uma algebra de Lie, dois trabalhos que estudam um pouco de algebras de
Lie sdo: Brum (2017), que trabalha com algumas propriedades das algebras
de Lie e o artigo de Livi et al. (2018), que estudam as subalgebras de Cartan
das matrizes de ordem 3 sobre os niimeros reais.

5 CONSIDERACOES FINAIS

E dificil comprimir 10 anos de trabalhos feitos por alguns professores e
diversos alunos nestes pequenos espagos de poucas paginas. Muitos concei-
tos carecem de completude, outras de um aprofundamento maior para seu
adequado entendimento, e por fim ha aqueles conceitos nem mencionados.
Estes aprofundamentos sio apresentados com mais detalhes nas referéncias
citadas. E isso com um toque especial dos estilos dos alunos.

Fato é que trabalhar com algebra é muito mais do que manipular expres-
s0es numa matematica fria e calculista. H4 muito sentimento em jogo. Ha



um pouco de ansiedade e frustracdo olha pela primeira vez um artigo cheios
de simbolos estranhos, e numa lingua estranha. Mas ai vocé aceita o desafio.
Sabe que ndo esta sozinho, pois ha um orientador ao seu lado e amigos que
compartilham da mesma situacdo. E no fim a a realizagdo de conseguir algo
que ninguém tirara de vocé.

Como professor é interessante ver o crescimento de nossoa alunos. Ver
alguém estudando as primeiras definicoes e resultados com cara de espanto.
Pouco a pouco se adaptandoaeles. Em pouco tempo, aquele temase tornando
assunto de corredor dos estudantes.

E sempre uma oportunidade lecionar alguma disciplina ou orientar algum
trabalho notema da algebra. Fazer o que gostamos. Influenciar esse gosto nos
alunos. Eaprender mais ainda a gostar mais com eles vendo suas persisténcias.
Algumas vezes até frente a questdes financeiras, como uma bolsa atrasada ou
uma distdncia maior da universidade.

E claro que depois de um tempo os alunos deverdo seguir outros cami-
nhos. E é gratificanteverquealgunsdelesseguem naireaacadémica. Essesvao
para programas e grupos de pesquisa que ja conhecem seus trabalhos de um
ou outro evento. Porém, tdo gratificante quando é ver nossos alunos seguirem
na area de ensino. Levando toda essa bagagem de conhecimento a educacao
basica. Equem sabe, formando as proximas geracoes e algebristas do curso.

Seja na area de docéncia e pesquisa académica, seja na area de ensino-
-aprendizagem e educacio basica, o certo é que nenhum aluno passou, pelos
estudos em algebra do curso de Licenciatura em Matematica da UTFPR do
campus Toledo, sem fazer histéria.

REFERENCIAS
BOYER, C. B. AND MERZBACH, U. C. Histdria da matematica. [S.l.]: Blucher, 2012.
BRUM, E. S. B. Classificacao das subalgebras de Liede gl (2, R). [S.|.: s.n.], 2017.

BUZINARO, F. V. De Pitagoras a Allen Forte: algumas relacoes entre matematica e
masica. [S.L.]: Universidade Tecnolégica Federal do Parana. [S.1.]: 2019.

CORDEIRO, A. P; VIEIRA, L. H. Teoria de Médulos. [S.l.]: 2017.

CORDEIRO, A. P; VIEIRA, L. H.; ARAUJO, W. F. Breve anilise sobre as relacGes entre
R-médulos e R-R bimédulos. [S./]: 2018.

GRASSI, L. D.; VINCIGUERRA, R. W. Anéis semi-simples e representacoes de



grupo. TCC (Monografia em Matematica) — Universidade Tecnoldgica Federal do
Paran, 2021.

LAMB, M. E.; VINCIGUERRA, R. W. Simplicidade e primitividade dos anéis de
operadores diferenciais. TCC (Monografia em Matematica) — Universidade Tec-
nolégica Federal do Parana, 2021a.

LAMB, M. E.; VINCIGUERRA, R. W. Um estudo sobre os Anéis de FracGes e seus
Ideais. In: SEMANA DA MATEMATICA DA UTFPR. 2021b;Toledo. Anais [...].

LIVI, A;; DUARTE, A. A.; A. W. F. Investigacao e Verificacao de Subalgebras de
Cartanem gl(3.R). In: NOVAES, Barbara Winiarski Diesel; AMARAL, Marco Aurélio
Tavares (Orgs.) ENDICT, 6., Campus Toledo, PR.: UTFPR, 27 a 29 ago. 2018. Anais
[...]. Disponivel em: http://maverick.td.utfpredu.br/endict/.

MERLI, R.; ARAUJO, W. F. Uma Aplicacio da Teoria de Grupos na “Solugio” de
Expressoes Numéricas sem Signos de Agregacio.

PREVIATTI, A. C. Subgrupos de Sylow, subgrupos de Hall e alguns resultados. [S.|.]:
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana, 2016.

REMOR, A. V. O Mistério Por Tras das Resolucoes de Equacdes Polinomiais. 2021.

REMOR, A. V.; Araujo, W. F. Prospeccao de Problemas e SolugGes nas Ciéncias
Matematicas. [S.].]: Atena, 2020.

REMOR, A. V., SANTANA, A. G. Um Estudo Sobre o Método de Criptografia RSA
Associado ao K[x]. In: OLIVEIRA, Alberto Vinicius de ; PAETZOLD, Gustavo Henrique;
SCHAKER, Patricia Dayane Carvalho (orsg.), ENDICT, 7., Campus Toledo, PR.: UTFPR,
28 ago. 2019. Anais [...]. Disponivel em: http: //maverick td.utfpredu.br/endict/.






SOLUBILIDADE E CALCULO DO GRUPO
DE GALOIS DE POLINOMIOS

Adina Veronica Remor: adinaremor@hotmail.com
Wilian Francisco de Araujo: waraujo@utfpredu.br

Na matemadtica, qualquer problema que possa ser solucionado através
dos niimeros certamente pode ser tratado direta ou indiretamente, por meio
de equacoes. Como interpretar equacoes? Equacoes estao relacionadas a
maneira como equivaléncias entre associacoes de entes estao representadas.
Assim, trata-se de uma igualdade estabelecida por meio uma relagao entre
fatos, conceitos e ideias. Elas podem ser encontradas nas mais variadas areas,
e 0 pensamento resolutivo constitui a base da matematica.

Assim, as equacdes, sejam elas algébricas, exponenciais, logaritmicas,
trigonométricas etc. sao o alicerce da matematica, e a busca por suas resolu-
¢0es sempre motivaram os matematicos de todos os tempos. Neste trabalho
estaremos interessados em um tipo especial de equacio citado anteriormente:
as equacodes algébricas com uma incdgnita. Elas s3o aquelas cujos coeficientes
pertencem a um corpo K e as tinicas operacoes realizadas sdo soma, subtragao,
multiplicacdo, divisao, potenciacdo e radiciacdo. A forma geral de uma equacio
algébrica é:

2 n —
a,tax+ax+..+ax =0

Emquen€Zea,a,.,a, €K Omaiorindice n tal que a, # 0 € denomi-
nado o grau da referida equacdo. De acordo com (GARBI, 2010), ao longo dos



milénios varias descobertas envolvendo o grau dessas equacdes e a busca por suas
resolugoes foram alcancadas, porém o auge dos avancos nesse tema foi alcancado
gracas a um jovem chamado Evariste Galois. As pesquisas desenvolvidas por
esse matematico mudaram todo o rumo da Algebra, permitindo o surgimento
de novas teorias: a teoria de grupos, que possui aplicacdes nos mais variados
campos e a teoria de Galois, responsavel por dar uma resposta satisfatériaa um
problema matematico que ficou em aberto por inimeros séculos, a solubilidade
de equagdes de grau maior ou igual a 5. De acordo com Freire (2009),

Os trabalhos do matematico francés Evariste Galois exerceram
enorme influéncia na Matematica do século XX, sendo umadas
fontes do surgimento do conceito de Estrutura Matematica, que
é central para essa disciplina atualmente. Essas observacoes
apontam reflexos da originalidade, fertilidade e generalidade
dasideias de Galois. Na verdade, é possivel afirmar que a Teoria
de Galois marca a transicdo histérica da Algebra como estudo
de polinémios para a chamada Algebra Moderna, ou seja, o
estudo de estruturas algébricas (FREIRE, 2009, p. 127).

Nesse capitulo, vamos apresentar a relagdo entre os grupos soldveis e as
equacoes polinomiais soltveis por radicais, justificando o porqué de nao ser
possivel encontrar uma férmula que forneca as raizes de um polindémio de
grau 5 utilizando apenas radicais.

1 GRUPOS SOLUVEIS

Nesta secdo vamos apresentar algumas definicGes e resultados per-
tinentes a teoria de grupos, em especial, grupos simples e soltveis. Tais
topicos sdo necessarios para a compreensao da insolubilidade de algumas
equagbes quinticas.

B Definicao1. Um grupo G é dito soliivel se este tem uma sequéncia finita de subgrupos.

{e}=G, =G, S G,C..C G =Gtais que:
1.G, € subgrupo normal de G,,,, o que se denota por, G, < G,,,
vi=0,.n-1;

2. Ggl é abeliano', Vi=0,..,n — 1.

i

+1

1 Observe que o grupo % esta bem definido, visto que G, é subgrupo normal deG,, .

i



Observe que n3o vale a transitividade: G < G < G ndo implica que
i i+1 i+2
qu GH—Z'

BExemplo 2. Todo grupo abeliano G é soliivel, basta considerar a sequéncia {e} < G.
Com efeito, {€} ¢ subgrupo normal de G e % =~ G é abeliano.

BExemplo 3. O grupo simétrico S, de ordem 6 é soliivel, pois possui um subgrupo
ciclico A, de ordem 3, gerado pela permutacio (123), cujo quociente KZ ¢ ciclico
de ordem 22.

Basta ver no exemplo acima que a sequéncia {e} € A, C S, satisfaz as
condicbes 1 e 2. Outros exemplos de grupos soltveis sdo:

- D,=({(o,),comasequéncia{e} CSACSSCS D, emqued = (0’) =7
eS=(o)=1Z,

2

L A P
Neste caso temos {e} <4, A< SeS< D, além disso T = A é ciclico,
S Lo D JPRT . - .
——=~1,éciclicoe —S‘L ~ 7., € ciclico, portanto os quocientes sao abelianos e

A
consequentemente D, € soltvel.

S, comasequéncia{e}c VS A, S, emque Véo grupodeKlein.

Temos{e} <V, V< A,eA,<S,. Além disso,i =~V éabeliano, 4, Z

s o . g LAY,
e A—“ ~1.,sao ciclicos. Portanto os quocientes sao abelianos, e assim S, € soldvel.
4
B Teorema 4. [21, Theorem 14.4] Seja G um grupo, H um subgrupo de G e N um subgrupo
normal de G.

1. Se G ésolavel, entdo H é solivel.

. 4. . G, .
2. SeGesquvel,entaoW ésolavel.

G . L. ~ ) .
3. SeN ey sdo solliveis, entdo G é soltvel.

Definicao 5. Um grupo G é simples se seus inicos subgrupos normais sio {e} e G.

BExemplo 6. Todo grupo ciclico Zp com p primo é simples, ja que ndo possui outros
subgrupos normais além dos triviais. Estes grupos também sdo abelianos, portanto,
soliiveis. Em especial, eles sdo os tinicos grupos simples soliiveis.

2 Emespecial, todo grupo ciclico é abeliano.
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O préximo resultado generaliza este exemplo:

Teorema 7. Um grupo soliivel é simples se e somente se é ciclico de ordem prima.

EDemonstracdo. Suponha que G é um grupo solivel simples, assim existe
uma sequéncia {e} = G, < G, < .. < G = G, no qual assumimos G, # G, , .
Dessa forma, G, € subgrupo normal de G. Mas como G € simples, G s6 possui

G
={e} eassim = % = G é abeliano.

il
n+l
Como G é abeliano, todo subgrupo de G é normal, mas G é simples, logo G nao

subgrupos normais triviais, logo G

possui subgrupos normais préprios. Assim, dado um elemento g € Ge g # e,
teremos (g) = G, entdo G deve ser ciclico com ordem prima. Por outro lado, se
G é ciclico com ordem prima, G é abeliano e nao possui subgrupos nao triviais,

logo G é soltvel e simples.

Teorema 8. [21, Theorem 14.7] Se n = 5, 0 grupo alternado Ande grau n é simples.

Na verdade, A_é o menor grupo simples ndo abeliano, resultado que foi
provado primeiramente por Galois.

Corolario 9. O grupo simétrico S, de grau n ndo é solivel paran = 5.

B Demonstracao. Suponha por absurdo que S € soldvel paran = 5. Assim, pelo
Item i) do Teorema 4 temos que A_¢€ soltvel. Se n = 5, vimos no Teorema 8 que
A ésimples. Logo,sen >5,A éum subgrupo simples e soldvel. Pelo Teorema

n n
7, segue que A, é ciclico de ordem prima. Mas sabemos que se n = 5, a ordem
. n! (n-1)- -5-4-3-2.
de A é ”7 (1) 54321 _ g1y 5.4321=2:[n - (n—1)--54-3-2-1],

que é par e maior que 2. Absurdo.

2 EXTENSOES RADICAIS

Nesta secdo, apresentaremos formalmente a definicdo de extensao
radical. Por exemplo, considere & = \3/11-\5/7"'T ;3+ Y1+ 74 . Para encontrarmos

uma extensdo de Q@ que contém &, precisaremos adjuntar os elementos:

=311, p=V3y={ 74, 6 =4, e = Y1+



De maneira formal, temos a seguinte definicdo:

B Definicao10. Uma extensdo L : Kem Cé radical se L = K [“1'-"' an] onde para cada
J=1,.., nexiste um inteiro n, tal que a"}! € K[a,,.. aj_l],j > 2. Dizemos que os ele-
mentos a formam uma sequéncia radical para L : K. O grau radical do radical a é n.

BExemplo 11. A expressdo anterior &= ¥11. \5/7+T‘/3+\/4 1+ /4 estd contida em
uma extensao radical da forma em que a®= 11, f*= 3, y5 = 74;‘&, 6*=4e
et=1+46.

Perceba que qualquer expressao radical esta contida em uma extensao
radical.

Observacao 12. Toda extensdo radical é finita.

BObservacao 13. Nem toda extensdo radical é normal. Por exemplo, Q [\3/2] é uma
extensdo radical, porém Q [%/2] nao é normal, visto que nao possui todas as
raizes do polindmio f(x) = x*—2 (apenas a = Y2 € Q [\3/2] ). Se consideramos
K como o corpo de decomposicio para x> — 2 sobre Q, contido em C, teremos

K = [a,au,au?], em que u é a raiz ciibica da unidade.

BObservacao 14. Podemos tomar os graus nj’s Como primos, mesmo que seja
necessario aumentar a sequéncia de subcorpos. Por exemplo considere

a=§/§=%/ﬁ. Sejam B=\5e 7:\/5. Temosa®€ Q, € Q,ey € Q [B], que

s30 extensodes radicais.

Um polinémio é considerado sollvel por radicais se todas as suas raizes
sao expressoes radicais sobre o corpo base. Assim, temos a seguinte definicao:

B Definicao 15. Seja f(x) um polinémio sobre um corpo K de C e seja Gal(fK) o
corpo de decomposicao de f(x) sobre K. Dizemos que f(x) é solivel por radicais
se existe um corpo M contendo Gal(f,K) tal que M : K seja uma extensao radical.

Observe que f(x) é soltvel por radicais somente se existe tal corpo M.
Além disso, a extensdo Gal(f,K) : K ndo precisa ser radical. De fato, queremos
que tudo no corpo de decomposicao Gal(f,K) seja expresso por radicais, mas
nao adianta esperar que tudo expresso pelos mesmos radicais esteja no corpo
de decomposicio.



De fato, considere o polindmio f{x) = x3+ x*- 2x - 1. Pelo critério de
irredutibilidade para polinémios sobre Zp[x], vamos verificar que o polinémio
f(x)=x*+ x* + 1 éirredutivel sobre Z,[x] . De fato, como f ndo possui raizes
em Z,, concluimos que f{x) € irredutivel sobre Z e consequentemente sobre
Q. Agora, vamos mostrar que Gal f(f,Q) : Q nao é radical.

As raizes de f(x) sao « :2cos27”,a2:2cos47” e a :2cosg7”. Observe que as
raizes def(x) sdoreais, logo Gal(f,Q)c R. Alémdisso, a,=a? -2 € a;=-a ~+1,as-
sim as raizes az e a3 podem ser obtidas por meio de a1, ou seja, Gal(£,Q)=Q[ &, ]-

Agora, suponha que Q[a]]: Q é uma extensao radical. Entao existe n
€ Ntal que o €Q. Ouseja, a € raizdo polindmio x” -a;’ eQ[x} Como f(x)
€ monico e irredutivel, f(x) € o polinémio minimal associado a a, logo f(x)
divide x” -« . As raizes n-ésimas de «;' sdo «, -;I’f para k=1,...,n,em que
¢ _cosz—ﬁ+1‘ Sinz—ﬂ Ou seja, as raizes do polindmio x”—¢;" sao da forma

o, ¢X para k=1, n Mas como f(x) divide x” —¢;" , as demais raizes de f(x)
sdo da forma a]'g’n e C (observe que sé terfamos a]-gn eR se sin2—:0 ,0
que implicarian=1o0un =2, mas df = 3, logo n = 3). Porém vimoIs]que as
raizes de f(x) s3o nimeros reais. Absurdo. Portanto Ga/(f,Q):Q ndo é uma
extensao radical.

Com o auxilio do software Wolfram Alpha, encontramos que as raizes de

f(x) expressas por radicais s3o da forma:

= r 7(1+3153)

. _17§(“"ﬁ)(]+,() (”3’”
*3 33/4(1+31\/§) 6

7§ 143 1+31\f
a3=_;_()_6(] 1\/—) ( )

(i3]
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Considere M :Q[a,ﬂ,y,cﬂ ,emque az=-3,3=2,y3=1+3ae §3=7.0b-
serve que M é uma extensao radical que contém Gal(f,@) . Assim f(x) é soltvel
por radicais, embora seu corpo de decomposicao nio seja uma extensao radical.

Além disso, queremos que todos as raizes de f(x) sejam expressas por
radicais. E possivel que algumas raizes sejam expressas por radicais enquanto
outras nao (basta tomar o produto de dois polindmios, um solivel e o outro
nao). Entretanto se um polindmio irredutivel f(x) tem uma raiz expressa por
radicais, entdo todas as suas raizes devem ser expressas, basta lembrar que

K[a] = K[B], onde a e B s3o as raizes de f(x).

BlLema16.Se L : K é uma extensao radical em Ce M é o fecho normal de L : K,
entdo M : K é radical.

I Demonstracdo. Seja L = K[a,...,a, ] umaextensao radical com o, e K[a], ...,aH}
. Seja fl(X) o polindmio minimal de &, sobre K. Entdo M 2 L é o corpo de de-
composicio de z‘](x)-‘.-'ﬂ,(x):ﬁﬂ(x) .Se B, éoutraraiz de fi(x), temos B; € M.
Além disso, como a, e /31.1. sé:c]) raizes de um mesmo polinémio irredutivel sobre
K, entdo K[e;] e K[ B;] sdo corpos isomorfos, assim existe um isomorfismo o : K[
;] - K[B,;] que pode ser estendido a um K-automorfismo t: M — M. Como ¢,

é radical sobre K, By também é, portanto concluimos que M : K é radical.

B Lema17. Seja K um subcorpo de C em que xn — 1 se divide. Sejama € Ke L
o corpo de decomposicao de xn — a € K[x]. Entao o grupo de Galois de L : K
é abeliano.

I Demonstracgao. Seja a uma raiz qualquer de x"-a. Como x" -1 se decompde
em K, araiz geral de x"- a é au, onde u é uma raizde x"— 1 em K. Como u € K,
temos L = K[«], assim qualquer K-automorfismo de L é determinado por seu
efeito em a. Dados dois K-automorfismos o : a - au e T : a = af, onde u, sdo
raizes n-ésimas da unidade, temos (o ° 1)(a) = o(t(a)) = 6(af) = o(a)- &= (au)

€=1(0u) =t(0(a)) = (t ° 0)(a). Portanto o grupo de Galois de L: K é abeliano.

Este resultado é bem interessante, mas devemos tomar cuidado com
o corpo base, que deve conter uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Além
disso, este resultado é importante para os demais resultados que virao a seguir.
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BlLema18. Se K é um subcorpo de C e L: K é normal e radical, entdo I'(L : K) é
solavel.

BProof. Suponha que L=K[a,,...,a,] cOM a’e K[a], ._.,aH] .. Como vimos na
Observagao 14, como L: K é radical, podemos refinar K[a1,..,an] a fim de tomar
todos os indices n'is primos. Portanto vamos assumir que todos os indices ni, i =
1,.,n 30 primos. Em particular, existe um primo p tal que & € K. Além disso,

a demonstragao sera feita por indugao sobre n.

- Sen=o0,entdoL=K,assimI'(L:K) = {Id} é soltvel.

Sea, €K, entdo L=K[a,,.,a ] e [(L:K) ésolivel porinducao. Podemos
assumir entdo que a, ¢ K. Seja f(x) o polinémio minimal de a sobre

K. Comoaf €K , a € raiz do polinémio x” —af . Assim f(x) divide

P
T -

x’ —a

Como a ¢ K, f(x) tem no minimo grau 2. Seja B € L uma outra raiz de
f(x) diferente de a,. Consequentemente  também € raizde x” -, assim
B =al . Considere 6= Entdoer=1ec#1éraizdo polindmio x?—1. Assim,
M =K[e] é o corpo de decomposicdo do polinémio x*-1, logo M : K é normal e
I'(M: K) é abeliano. Agora, considere a cadeia de subcorpos K€ M € M[a,] € L.
Observe que L : K é finita e normal, logo L : M também é, e assim o teorema
fundamental de Galoisse aplicaaL:KeaL: M.

Como x”— 1 se decompde linearmenteem M e af e M , 0 Lema 17 nos
da que I'(M[«,] : M) € abeliano. Aplicamos o teorema fundamental de Galois
para deduzir que F(M[a]]:M):% =

Agora, L = M[a1][aZ2,..,an], € assim L: M[al] é uma extensdao normal e
radical. Por indugdo, I'(L : M[a1]) é soltvel. Portanto, pelo Teorema 4, I'(L. : M)
é soldvel. Ja observamos que M : K € normal e que I'(M : K) € abeliano. Assim,

LK
) . Por fim, comoT'(L: M) é

pelo Teorema Fundamental de Galois A(M :K): 2(

soltvel, segue pelo Teorema 4 que I'(L : K) é soltivel, como queriamos.

BTeorema19. Se K é subcorpo de C e K< L € M onde M : K é uma extensao
radical, entdo o grupo de Galois de L. : K é solavel.



B Demonstracao. Seja Ko o corpo fixo de T'(L : K) e N : M o fecho normal de M :
K0. AssimK S K, € LEME N. Como M : K, é radical, temos pelo Lema 16 que
N : K, é uma extensao normal radical. Assim, pelo Lema 18 segue que (N : K )
é soltvel. Como K é o corpo fixo de I'(L : K) e (N : K ) é solivel, segue que

L : K, € uma extensao normal. Entao pela correspondéncia de Galois, temos:
_ A(N:Ky)
A(L:Ky)=—

A(N:L)

O Teorema 4 implica que I'(L: K ) é soldvel. Mas T'(L : K) = I'(L: K), assim

concluimos que I'(L : K) é soltvel.

B Teorema 20. [21, Theorem 18.20] Seja K um corpo de caracteristica zero e seja L
: Kuma extensao normal finita com grupo de Galois soltvel. Entao existe uma
extensdo R de L tal que R : K é radical.

O préximo resultado é o mais importante desta secio:

B Teorema 21. Se f(x) € um polindmio sobre um corpo K € C, f(x) é solavel por
radicais se e somente se o grupo de Galois de f(x) é soltvel.

B Demonstracao. Seja Gal(fK) o corpo de decomposicao de f(x) sobre K< C e
suponha que f(x) é soltvel por radicais. Como f(x) é soltvel por radicais, existe
uma extensao M: K radical, com Gal(fK) € M. Assim, pelo Teorema 19 segue que
o grupo de Galois de Gal(fK) : K é soltvel, ou seja, o grupo de Galois associado

a f(x) sobre K é soltvel.

Por outro lado, se o grupo I'(Gal(fK) : K) é soltvel, pelo Teorema 20, como
Gal(fK) é uma extensio normal e finita, existe uma extensio R de Gal(fK) tal
que R: K é radical. Portanto f(x) é soltvel por radicais.

Agora, temos condicoes de determinar quando um polinémio serd soltvel
por radicais. Para terminar essa secdo, apresentaremos um Gltimo resultado:

B Teorema 22. [21, Theorem 15.9] Sejam p um primo e f(x) um polindmio irre-
dutivel de grau p sobre Q. Suponha que f(x) tenha precisamente duas raizes
imaginarias em C . Entdo o grupo de Galois de f(x) sobre Q é isomorfo ao
grupo simétrico S .

BExemplo 23. O polindmio x*— 6x + 3 sobre Q nio é soltvel por radicais. De fato,
o polinémio f(x) = x°— 6x + 3 possui trés raizes reais e duas complexas, donde
segue pelo Teorema 22 que o grupo de Galois de f(x) é S,, que ndo é soldvel.
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Na préxima secao, apresentaremos alguns resultados que permitem de-
terminar o grupo de Galois de qualquer polinémio com grau menor ouigual a
5, facilitando a compreensao da insolubilidade de algumas equacdes quinticas.

Classificando os Grupos de Galois

Nessa secdo veremos como classificar o grupo de Galois de um polindmio
irredutivel de grau 2,3,4 ou 5. Damos prioridade aos resultados, portanto, as
demonstragoes serao ocultadas. Utilizamos principalmente os materiais [3],
[4], [5], [6], [10] e [17].

B Definicao 24. Seja K um corpo e seja f(x) € K[x]. Sejam a,a,...a as raizes de f(x) em
Gal(fK), e seja A:H(a, -a,)eGal(f,K). Definimos o discriminante de f(x) como o

i<j
elemento p=a2= (a,-a,) -

i<j

B Definicao 25. Se L é uma extensao algébrica de Ke a € L, entdo o discriminante

de a é definido como o discriminante do polindmio minimal m (x).
A partir das defini¢des acima, podemos enunciar o seguinte lema:

BLema 26. Sejam f(x) € K[x] um polindmio irredutivel e Gal(fK) o corpo de
decomposigao de f(x) em K[x]. Entdo:

1. o eT(Gal(fK) : K) é uma permutacdo par se e somente se o(A)=A =A%,
2. o €T(Gal(fK) : K) € uma permutacao impar se e somente se o(A) = —A;
Além disso, D = A%€ K. Assim, temos o seguinte resultado:

B Corolario 27. Seja f(x) € K[x] um polindmio irredutivel com n raizes, cujo discri-
minante é A%, Entdo I'(Gal(fK) : K) € um subgrupo de A se e somente se A€ K.

3 POLINOMIOS DE GRAU 2

Seja f(x) =x?+ bx + cum polinémio irredutivel sobre um corpo K. Sabemos,

pela formula resolutiva de equagdes do 2° grau, que as raizes desse polindmio

2 2 .
podem ser expressas por , - ~0*Vb'-4c e  _-b-Vb'-4c Assim, podemos
2 2

calcular o discriminante:

2 2

Do =H(ai—a/)z=(a1—a2)2 =[b+ﬂ[b b —4c J]Z =[m)z=b274c

i<j
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Observe que encontramos o famoso discriminante estudado durante o

ensino fundamental (s6 no possui o coeficiente a pois f(x) € monico). O corpo
NN ;

[”T‘/A—,LZ‘/A— . Porém, como

beK,segue que %GK e assim gai(r, k)= k[ a2, ~/a? |= k1a?1= k147

de decomposicao de f(x) em K serd & =[a,,a,]=K

BExemplo 28. Seja f(x) = x*+1 € R[x]. Temos A?= b?>—4c = 0?—4-1 = —4. Portanto

Gal(f,R)=R[A]=R[ V-4 |=R[2/]=C.

B Proposicao 29. Sejam f(x) € K[x] um polindmio de grau 2 e A?seu discriminante.
Se G € o Grupo de Galois de Gal(fK) : K, entdo G < S,. Em especial,

1. SeyA? =AeK, entio G = {Id};

2. SeVA’=A¢K, entioG=S,.

BExemplo 30. Seja f(x)=x>—2x—3€ Q[x]. Observe que A =./(-2)2—4-(-3)=
\/ﬁ=4e<@ Q. Portanto G = {Id}. Perceba que neste caso as raizes de f(x) sdo
a, = —1e a,= 3, que sdo niimeros racionais, assim Gal(f, Q) = Q e por isso

G = {Id}, ja que o nico Q —automorfismo de Q é ald.

BExemplo31.Seja £(x) = x* -2 Qx] Q[x]- Temos Ga](f,@)_Q[\/A—ZH—Q[\/S]—Q[\E}

Como A:\/gé(@ @, o grupo de Galois associado a extensao Q \/E:|:Q éS2.

Observe que no Exemplo 30 temos o caso trivial. Dado f(x) € K[x] e L o
corpo de decomposicdo de f(x) sobre K, o grupo de Calois é I'(L : K) = {Id}
se e somente as raizes de f(x) estdo em K. Portanto, a partir de agora ndo
vamos mais nos interessar em calcular quando I'(L : K) é {Id}, ou seja, vamos
analisar apenas os casos em que f(x) é irredutivel sobre K.

Sabemos que o grupo de Galois de um polinémio f(x) € K[x] de graun
é um subgrupo de S . Ou seja, o grupo de Galois I'(fK) ird permutar as raizes
da equacio f(x) = 0. Se nds reordenarmos as raizes de f(x), o novo grupo de
Galois I'(f,K) ira mudar para um conjugado do grupo I'(£K), ou seja, existe p
€ T'(£K) tal que I'(fK) = pI'(fK)p~". Assim, estaremos interessados apenas em
calcular as classes de conjugacio de I'(f,K). Conforme o grau do polin6mio
f(x) aumenta, o nimero de classes de conjugacdo também ird aumentar
consideravelmente. Mas no caso em que f(x) é irredutivel sobre K, o grupo
de Galois T'(fK) ira agir transitivamente sobre as raizes de f(x), o que reduz
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a lista de possiveis subgrupos rapidamente. A seguir apresentamos algumas
definicbes e teoremas importantes para a compreensao deste paragrafo.

BDefinicao 32. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma acdo de Gem X é
definida como um homomorfismo ¢ : G - P(X), no qual P(X) é o conjunto das
permutacdes dos elementos de X.

Neste caso, dado a € Xe g € G, representamos a a¢ao de g em a por ga.

B Definicao 33. Seja G agindo no conjunto X. Sejam o, € X. Vamos definir a
relagdo ~ da seguinte forma: a ~ B se e somente se existe g € G tal que f = ga.
Essa relacdo é de equivaléncia, e assim as classes de conjugacao sao definidas
como as érbitas de G sobre X.

BDefinicao 34. Uma acdo de um grupo G sobre um conjunto X é chamada
transitiva se houver uma Unica drbita sobre a agao, isto é, para quaisquer a, €

X, existe p € G tal que pa = B.

B Teorema 35. Seja f(x) um polinémio sobre o corpo K. Entdo o grupo de Galois
G age transitivamente no conjunto de todas as raizes de f(x) se e somente se
f(x) € irredutivel sobre K.

B Teorema 36. Sejam K um corpo e f(x) um polinémio irredutivel de grau n sobre
K. Entdo o grupo de Galois G de f(x) € um subgrupo transitivo de S_cuja ordem

é divisivel por n.

Observe que os dois teoremas acima sao muito importantes e auxiliam
na determinacdo dos possiveis grupos de Galois. Assim, para que G seja grupo
de Galois de um polinémio irredutivel f(x) de grau n, G deve ser um grupo

transitivo cuja ordem é mltipla de n.

4 POLINOMIOS DE GRAU 3

Ja sabemos que um polinémio irredutivel de grau 3 tem grupo de Galois
isomorfo a um subgrupo de S,- Além disso, pelo Teorema 36, a ordem do Grupo
de Galois sera divisivel por 3, portanto as Gnicas possibilidades para o grupo
de Calois de um polinémio irredutivel de grau 3 sdo os subgrupos transitivos



A, (gerado pela permutacao (123)) e S, (gerado pelas permutagdes (123) e (12)).
Vamos verificar em quais casos cada um ocorre, mas antes precisaremos de
alguns resultados auxiliares, que nos ajudarao no calculo do discriminante.

l Lema 37. Seja f(x) € K[x] um polindmioirredutivel da forma £(x)=x*+bx* +cx+d
.0 pollnomlo f(x) pode ser reescrito da formays3 + py + q, substituindo x= y—g
-b? 20 be

== =L X4,
,com p= 3 tceqg= 57 3

B Observacao 38. O discriminante do polindmio f(x) = x>+ bx? + cx + d é igual
ao discriminante do polinémio y*+ py + q.

B Proposicao 39. Sejam f(x) = x*+bx?*+cx+d € K[x] um polinémio irredutivel e
y*+py+qsua forma reduzida. Entdo o discriminante de f(x) pode ser facilmente
calculado por D = A?= —4p* — 27¢2.

Veja que a substituicao que fizemos nos fornece uma equacgao muito
importante que facilita o calculo do discriminante.

BExemplo 40. Considere f(x) = x*+ x> — 2x — 1 € Q[x]. Vamos encontrar sua

: -b* -1 -7
forma reduzida. Temosb = 1,c = —2 e d = —1. Portanto p=—te=g-2=—
26> bc 2 2 -7 7 7
e g==2 %, 4=-+51=-2L Assim f(x) pode ser reescrito como y*-£y-~ e
97%7 739 %2773 727 ®)p r-37

3 2
seudiscriminante serd i2-_4. o727 C_4[ 2343 57 [ A9 ) 1372 49
3 27 27 729" 27 27

BExemplo 41.)a sabemos que f(x) = x*— 2 € Q [x] € irredutivel, além disso,
ja esta na forma reduzida. Assim, fica mais facil calcular o seu discriminante,
como podemos ver A2 :H(ai—aj)z =-4.0-27-(-2)>=-108.

i<i
B Teorema 42. Seja f(x) € K[x] um polinémio irredutivel de grau 3. Se a,,a,,a, 540

as raizes de f(x), o corpo de decomposicao de f(x) sera K[a,,a,,0,] = K[t ,A].

BExemplo 43. Obtemos no Exemplo 41 que o discriminante do poliné6mio
f(x) =x*— 2 é A*= —108. Pelo Teorema 42, podemos encontrar seu cor-
po de decomposicdo. Assim, como uma das raizes de £(x) é 3/2 , temos

Gal(FiQ)=Qfa, |- [IW} [\/51\6]
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B Teorema 44. Sejam f(x) € K[x] um polindmio irredutivel de grau 3 e L = Gal(fK)
seu corpo de decomposigao. Assim:

1. SeA€Kentdol(L:K)=A;
2. SeA ¢ Kentdol(L:K) =S,

Quando A €K, o corpo de decomposi¢dao de um polinémio f(x) € K[x] com
raizes oo, serd K[a,,A] = K[, ]. Portanto, o grupo de Galois de f(x) ira permutar

as raizes, ou seja, os automorfismos serdo da forma

o> o> a, a,—a
- - 2 _

ld=q0,—>a, o=1a, > a, of=1a, >a

az—> oy a;—>a a3 —>a,

visto que os corpos K[a,],K[a,] e K[a,] sdo isomorfos (pois sdo raizes do
mesmo polinémio irredutivel). Observe que estas permutagdes sdo iguais as
permutacoes {Id,(123),132)} = A,.

B Exemplo 45. Considere o polinémio f(x) = x* — 3x + 1€ Q [x], cujo discriminante
éA?=—4.(—=3)3 —27-12 =108 — 27 = 81.Como A=+/81=9<Q Q, concluimos
que o grupo de Galois de f(x) é A,. Em especial, as raizes de f(x) sao «, =2cos%”,

a, :ZCOS%T e a, :2cos¥_

BExemplo 46. No Exemplo 40 vimos que A=\/§=\/E=7EQ Q, portanto o
polindmio f(x) =x3 +x2—2x— 1€ Q [x] possui grupo de Galois isomorfo ao A3.

Lembra-se quando comentamos que o corpo de decomposicao de
f(x) = x3+ x*— 2x—1 € Q [x] ndo é uma extensdo radical? Pois bem, ha-
viamos calculado que o corpo de decomposicao de f(x) era Q[a,], onde,
assim [Q [a,]: Q] = 3. Pelo teorema fundamental de Galois, o grupo de Galois
tem ordem 3, e como é subgrupo de S, a (nica possibilidade é A, indo de

acordo com o que obtemos no Exemplo 46.



B Exemplo 47. No Exemplo 41 calculamos A, = —108, portanto A=V-108¢Q Q.
Dessa forma, o grupo de Galois do polinémio x* — 2 sobre Q sera S,. Observe
que ao estudar o grupo de Galois de x* — 2 sobre Q[u], encontramos que
JAZ ZJ2108 =6/4/3, que pertence a Q[i\/ﬂ; @[ u]. Portanto, neste caso, 0 gru-
po de Galois de x* - 2 sobre Q[u] é A,, confirmando o que vimos no Exemplo 41.

5 POLINOMIOS DE GRAU 4

Sejam f(x) = x*+ax*+bx?+cx+d um polinémio irredutivel sobre K e
,a,,a, € a, suas raizes. Se considerarmos B, = a,a,+a,a,, B, = &, +a,a,e B,
= a,a,+a,a,, 0 polinémio r(x) = (x—B,)(x—B,)(x—P,) serd chamado clbica
resolvente de f(x). Por métodos computacionais obtemos r(x) = x> — bx? +
(ac — 4d)x + 4bd — a*d — c?€ K[x]. Assim como nos polindmios de grau 3, f(x)
er(x) estdo intimamente ligados, a comecar pelo fato de seus discriminantes
serem iguais. Além disso, como a ctbica resolvente é um polindmio de grau
3, ja sabemos calcular o discriminante pela Proposicao 39. Além disso, os

subgrupos transitivos de S, sao:

O subgrupo de Klein v, gerado pelas permutacoes (12)(34) e (13)(24)
isomorfoa Z,xZ,;

O subgrupo ciclico C, (consequentemente abeliano) de ordem 4, ge-
rado por pela permutacdo (1234) e isomorfoa Z,;

O subgrupo D,, grupo de simetrias do quadrado, gerado pelas per-
mutaces (1234) e (24);

O subgrupo alternado A, gerado pelas permutacoes (123) e (234);
S, gerado por (1234) e (12).
I Teorema 48. Sejam f(x) € K[x] um polinémio irredutivel de grau 4, r(x) sua

clbica resolvente com corpo de decomposicao E e A2 o discriminante de f(x).
Ent3o, se G denota o grupo de Galois de f(x) sobre K, temos:

1.  G=Vseesomenteser(x)se divide em fatores lineares sobre K;

2. G=C,seesomenter(x) temumalnicaraizte Keh(x) = (x*— tx + d)(x*+

ax + (b —t)) sedivide sobre E;
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G=D,seesbser(x) temuma (nica raiz t € K e h(x) nao se divide sobre E;
4. G=A,seesomenteser(x) éirredutivel sobreKeA€K;
G =S,se esomente ser(x) éirredutivel sobreKe A¢ K .

Tabela 2.1: Critérios para calcular o grupo de Galois
de um polinémio irredutivel de grau 4

A=+A% eKk? Cibicaresolventer(x) € K[x] h(x) sedividleemE?  GrupodeGalois

Sim Redutivel: todas as raizes € K e Vv
Nao Redutivel: uma tnica raiz € K Sim C,
Nao Redutivel: uma tnica raiz € K Nao D,
Sim Irredutivel o A,
Nao Irredutivel S,

Fonte: Os autores (2021)

Tabela 2.2: Polinémios irredutiveis de grau 4 com
diferentes grupos de Galois sobre Q

f(x) € Q[x] rx) € Q [x] A2 h(x): Se Grupo de Galois
X'+ 4x3 + 6x2 + 4x + 2 x(x—2)(x—4) 162 _ \
x4+x3+x2+x+1 (x—-2)x2+x-1) 125 (x2-2x+1)(x2+x—1):Sim C4
x4 —2 x(x2 +8) —2048 x2(x2 — 2): Nao D4
x4 —7x2-3x+1 x3+7x2 —4x—37 1832 _ A4
x4—x3+1 x3—4x—1 229 _ S4
x4+x+1 x3—4x-1 229 —_— S4
x4 +8x+12 x3 —48x — 64 5762 _ A4
x4 —4x3 +4x2+ 6 X(x2 — 4x — 24) 64512 (x2 + 6)(x2 — 4x + 4): Nao D4
x4—-x3+x2—-x+1 (x—-2)x2+x-1) 125 (x2-2x+1)(x2—x—1):Sim C4
x4+ 1 x(x—2)(x+2) 162 —_— \'%

Fonte: Os autores (2021)

Na Tabela 2.1 apresentamos os critérios de forma resumida. Também
apresentamos alguns exemplos, como pode ser observado na Tabela 2.2.



6 POLINOMIOS DE GRAU 5

Assim como para polindmios de grau 4, também precisamos de um
polinémio resolvente, que auxiliara no calculo do grupo de Galois. Dado um
polinémio de grau 5 irredutivel da forma 7 (x)=x> -eyx* +c,x° ~c;x° +¢,x -¢;€Q[ x|,
a sexta resolventer(x) € Q [x] sera dada pela expressao r,(x) = (x*+ B x*+ Bx+
B)?>-2°- A’x, em que A*€ o discriminante de £(x),

B,= 85103 —3622 —2054, B, :303 -1 6:152203 +1 61_']2[32 +1 6L'2c‘32 +1 6[126254 - 86226‘4 =11 2515354 +
-24005 —6451355 +240c,c,c5~400c,c; € By = 8c]c;c3 —cg -1 6(,‘]2622 532 -1 6523532 + 645152533 -

1 6(‘5(.‘2364 + 28(_‘364 + 64c]35203c4 -11 26‘1622!.'3!.'4 -1 28(_‘]2[3264 + 224czc3264 - 64(.']4(_'5 +2 24:120243 -
1 760220‘% - 64c]c3c§ + 320(‘2 +48c]c2355 -1 92(!]20263C5 - 80022c3c5 + 640:153265 + 3846‘13[405 -

640c,c,c,c5 ~1600c;¢,c, —1600cicZ +4000c,c?

Tabela 2.3: Exemplos de polindmios irredutiveis f(x)
de grau 5 e seus polindmios resolventes

r(x)<al] r(x)<al]
X+ x*—4x* 3x%43x+1 (x3-1 32x2+3s72x)2-2‘°-1 Tx
x5-5x-12 (X3+]00X2+6000X*40000)2*2]6‘]06)(
x5-2 x°-2'°.50000x
x5+20x+16 (x*-400x? +96000x+2560000)2 —2'108 ¢
x°—6x+3 (X3+1 20x%+8640x 691 20)2+2104 737531x
X —x+1 (x3+20)(2+240x—320)2—2]°~2869X
°-2x*-78x7+159x°-80x+1  (x?-19196x+115022048x 2122081 08672)2—2'0 74381772
X5 +15x+12 (X3 -300x%+54000x +1 080000)2 220355
x°-3125x—37500 (x*+62500x2 +2343750000x—9765625000000)2 —222.5% 4
x°-110x3-55x?+2310x+979 (x3—82500xz+1 51 2500000;{)2 —210.520 114y

Fonte: Os autores (2021)



Na Tabela 2.3 apresentamos alguns polindmios de grau 5 juntamente
com as suas respectivas sextas resolventes. Como ja vimos anteriormente,
os possiveis grupos de Galois de polinémios irredutiveis de grau 5 serdo os
subgrupos transitivos de S, que estdo elencados abaixo:

-+ Osubgrupo ciclico C,, gerado pela permutagdo (12345) e isomorfo a
Zg, cuja ordemés;

- O subgrupo D,, grupo de simetrias do pentagono, que é gerado pelas
permutacoes (12345) e (25)(34);

- Ogrupo de Frobenius £, , cuja ordem € 20 e é gerado pelas permuta-

cOes (12345) e (2354);

0’

- Osubgrupoalternado A, gerado pelas permutagdes (12345) e (13452);

S, gerado por (12345) e (12).
Diagrama 2.1: Possiveis grupos de Galois de polinémios irredutiveis de grau 5.

5

S
0 A

D;')

Iy

D

Y
g5’

Fonte: Os autores (2021)



I Teorema 49. Seja f(x) um polindmio separavel e irredutivel sobre K[x].
Ent3o G < S5 serd o grupo de Galois associado ao polindmio f(x) se possui
as seguintes propriedades:

1. G gAsseesomente se \/Az =AekK.
2. A,cGseesomenteser(x) éirredutivel sobre K.

3.  Géconjugadoaum subgrupode £, se e somente se a sexta resolvente

r,(x) possui umaraizemK.

4. G é conjugado ao subgrupo C_se e somente se f(x) se divide completa-

mente sobre K[a], em que a é uma raiz de f(x).

Observe que o item 1 vai de acordo com o Corolario 27. Além disso, no
item 4, dizer que f(x) se divide completamente sobre K[a] é equivalente a dizer
que f(x) possui todas as suas raizes em K[a], ou seja, as demais raizes podem
ser obtidas em termos de a.

O Teorema 49 contempla todas as op¢des de subgrupos transitivos de
S, assim como pode ser observado na Tabela 4. Além disso, faremos um
destaque para o enunciado deste teorema. Ja vimos que os grupos transitivos
possuem apenas uma classe de conjugacao, entao podemos enxergar G como
umsubgrupode F,,, podendo ser C,D,ou F,, noitem 3 (ja que sao os (nicos
subgrupos transitivos de F,,) e G=C,no item 4 (ja que ha um Gnico subgrupo
de C, que é transitivo, que é o préprio C)).

Tabela 2.4: Critérios para determinar o grupo de Galois
de um polinémio irredutivel de grau s

A=AJA%2 ek? rf(x)temraizemK f(x)sedividecomplet.emK[a]?  GrupodeGalois

Sim Sim Sim C5
Sim Sim Nao D,
Nao Sim —_— 15‘20
Sim Nao —_— A,
Nao Nao — S

5

Fonte: Os autores (2021)
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A seguir, apresentamos alguns exemplos de polinémios irredutiveis de
grau s e seus respectivos grupos de Galois. Observe que os polindmios acima fo-
ram tomados em Q [x]. Se mudarmos o corpo base, o grupo de Galois também
pode mudar. Para finalizar, vamos apresentar um exemplo pratico elucidando
adiferenca entre calcular o grupo de Galois por meio dos automorfismos e por
meio do método que apresentamos nesse material.

Tabela 2.5: Exemplos de polindmios irredutiveis f(x) de
grau 5 com diferentes grupos de Galois sobre Q

rf(x) tem f(x) se fatoraem

f(x) e Q [x] A? raizemQ? Q[ar? Grupo de Galois
X+ x'—4x*—3x*+3x+ 1 14 Sim Sim C,
x°—5x +12 2°-10° Sim Nao D,
X —2 50000 Sim — B
x°+20x+ 16 210-106 Nao — A,
X°—6x+3 1737531 Nao O S,
¥—x+1 2869 Nao E— S
X°—2x*—78x*+ 159x*—80x + 1 7*-38177° Nao — A,
x4+ 15x+ 12 259200000 Sim —_— LY
x5—3125x — 37500 212 - 526 Sim Nao D,

x°—110x®— 55x2+ 2310x+ 979 | 520114 Sim Sim C

Fonte: Os autores (2021)

Seja f(x) = x°— 2. Seja L=Gal(x>-2,Q) Q ) o corpo de decomposicio
do polindmio f(x) = x°— 2. As cinco raizes de f(x) sdo 32 , 32u, Y242, Y2u3e
§/§u4 ,em que u=cosZ yisen<Z éaraiz quinta da unidade. Temos assim
L= QF/E,H} . A partir de agora, vamos denotar 5’/5:ﬂ a fim de facilitar a
escrita. Sabemos que u é raiz do polindmio irredutivel x*+ x*+ x4+ x + 1, assim
[Q [B,u]l: Q [Bl]=4.Alémdisso, como x°—2 é o0 polinbmio minimal de B, temos
[Q[Bl: Ql=5.logo [Q[Bul: QI=[QI[Bul: QBN -[QIB]: Ql=4-5=
20. Uma base para Q [B,u] visto como Q -espaco vetorial é
{1,ﬁ,,b’2,ﬁ3,ﬁ4,u,ﬂu,ﬂzu,ﬁgu,ﬂ"u,uz,ﬂuz,ﬂzuz,ﬂ?’uz,ﬁ4u2,u3,ﬂu3,ﬂ2u3,ﬂ3u3,ﬂ4u3}
Vamos calcular os Q -automorfismos de L. Como Q [B] = Q [Bul, (ja que sao
raizes do mesmo polinémio), vamos definir um Q -automorfismo o de L por
o(B) = Bu e o(u) = u. Da mesma forma, como u e u*sao raizes do mesmo
polinémio, vamos definir um Q -automorfismo T de L por t(B) = B e t(u) =

u?. Assim, o°=Id e t*= 1d, onde Id é o homomorfismo identidade. Compondo



SOLUBILIDADE E CALCULO DO GRUPO DE GALOIS DE POLINOMIOS

tais automorfismos, obtemos todos os elementos do grupo de Galois, como
pode ser observado na Tabela 2.6.

Assim, o grupo de Galois do polinémio f(x) é G =(0,T) = {0'U | 0<i<4,0<
j <3} € um grupo de ordem 20, isomorfo ao grupo de Frobenius F,, . Observe
que 10 = 0°T.

Vamos calcular a ordem dos elementos:

. Elementos de ordem 2: 13,01%0%1%,0%t% € O*T2.
. Elementos de ordem 4: T,01,0%1,0%t,0%1, 13,0 T, 0°T3,0°T3 € 0*T3.
- Elementos de ordem 5: a,a%a2e a*.

Tabela 2.6: Q-automorfismos de Q [B,u]

Automorfismo Efeito em 3 Efeitoem u

Id B u
o Bu u
o2 Bu? u
o3 Bud u
ok Bu* u
T B u2
ot Bu W2
o't Bu? u?
o’t Bud u?
o't Bu* u?
2 B u?
ot? Bu ot
o622 Bu? ot
532 Bu? ot
Py Bu* ot
3 B w3
ot? Bu u3
o2c3 Bu? ud
o3¢3 Bu? u3
ote3 Bu* w3

Fonte: Os autores (2021)
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SOLUBILIDADE E CALCULO DO GRUPO DE GALOIS DE POLINOMIOS

Agora, vamos calcular os subgrupos de G = F20 utilizando geradores:

= (1) = {Id}; A=(12)={ld12} =~ Z,;

C=(0212) = {Id,0212} = Z,; B =(ot2) ={Id,012} = Z,;

D = (0312) = {Id,0312} = Z,; E = (03t2) = {Id,0412} = Z,;
S=(t)={ld,7,12,13} = Z,; V =(03t) = {ld,031,0412,013} = Z,;
T = (ot) = {Id,01,0312,6213} = Z,; W = (o4t) = {Id,041,0212,06313} = Zy;
U = (021) = {Id,021,072,0413} =Z,; X = (o) ={1d,0,02,03,04} = Zs;

Z = (0,12) = {Id,0,062,63,04,12,012,0212,0312,0412} ~ D5;

G=(ot)=F,.

Diagrama 2: Subgrupos do grupo de Galois de f(x) =x’-2

0,7
N
o)
5 5
(°1) (°T
|/ /s B
(

(o D G N i o’y (o't

/
(1)

Fonte: Os autores (2021)

)
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Agora, vamos determinar os corpos intermediarios da extensdoL: Q,
onde L =Gal(x1-2,Q). Os subgrupos normais de G sao {Id}, (o) ~ Z5, (0,12) ~ D5
eG. AssimIt=L4eGt=Q.

Como t(B) = B, segue que Q [B] € (1)'. Mas entdo (1) € (1) € Q [P~
Percebaque [Q [B]: Ql=5e[Q [u]l: Q]=4.Como Q [B] é um corpo
intermediario, pelo Teorema Fundamental de Galois, temos o(Q [B]) =[L:
Q [B] = 4. Como o((t)) = 4, segue que (1) = ()= Q [B]', assim S'=(1)'= Q
[B]. Da mesma forma concluimos que Xf= Q [u].

Além disso, observe que:

o(w) =u 03t(Bu2) = u2;
™) =B 02t(Bu3) = Bu3;
o4t(Bu) = Py; 02t(Bu3) = Bu3;

Como B, Bu, Bu? Bule Pu*sao raizes do polindmio x* — 2, segue que o0s
corpos Q [B], Q@ [Bu], Q [Bu?], Q [Bu?] e Q [Bu*] sdo isomorfos, assim todos sdo
fixos por subgrupos de ordem 4. Como o*t(Bu) = Bu, o*t(Bu?) = u?, o*t(Pu?) =
Bue ot(Bu*) = Bu?, concluimos que W= Q [Bu], Vt= Q [Bu?, Ut=Q [Bu?] e T*
= Q [Bu*], onde a notagdo Wirepresenta o corpo fixo de W.

Agora, vamos determinar o corpo fixo do subgrupo Z = (g,12). Como 1%(u) =
u*e T*(u*) =u, temos T?(u + u*) = u + u*, ou seja, t*fixa u + u*. Da mesma forma,
como a(u) = u, 0 também fixa u+u®. Além disso, T2(u+u®) = u2+ue o(u>+ud) =
u?+u3, logo u?+ u3também é fixado pelos automorfismos de Z.

Seja m , 4(x) o polindmio minimal associado ao elemento u + u*, que
possui grau 2. Como u?+u®também é fixo por Z, u? +udeve ser a outra raiz de
m 4(x). Assimm ,k 4(x) = (x— (u+u)E— @+ u’)) =x*— (u+u’+ v+ ud)x
+ (u+ w2+ v+ u¥). Sabemos que u é raiz do polindmio f(x) = x*+x*+x*+x+1,
logo u+u?+u*+u*=-1, donde segue m , 4(x) = x*+ x — 1. Como as raizes de
m_, 4(x) sdo # obtemos que Q[u+u“}=@[«/§} Como [Q[\/E}Q}:[Z*:Q}:Z,
concluimos que z* =Q[y/5] @[\/E] .

Agora resta encontrar os corpos fixos pelos subgrupos de ordem 2. Seja A
=(1?). Temos AC Ze ACS, assim Z' C Afe STCA', ou seja, Q Q[/5]c4te Q [B] S

A%,10g0 @ 015 plc 4" Como |@[\5.5|-0]-| o[5.5]:a[\5 || o[ 5] :0]-25-10

1 Paracada corpointermediario M com K € M € L definimos o grupo M* = I'(L. : M) de todos os
M—automorfismosdeL.
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e [A": Q] =10, segue que 4t=Q[\5,5] Q[\/E,ﬂ] Da mesma forma, encontra-
mos os demais corpos fixos: ¢t =Q[y/s, gu] Q[\E,ﬁu], ET=QI5, pu?] Q[x/g,ﬂuz}’

B =Q5, 8] Q|:\/§,ﬂu3:| e pt=Q5, pu*] @[\/E,/;u‘*}.Apresentamosodiagrama
dos corpos intermediarios:

Diagrama 3: Diagramas dos corpos intermedidrios da extensdo Q[ d.u|:Q.

Fonte: Os autores (2021)

Vamos determinar o grupo de Galois de £(x)= x> -2 utilizando o Teore-
ma 49. Note que A,Zr =50000 . Como rf(X)=X6 -2'°.50000x, rf(x) tem uma
raizem que Q que é 0. Como f(x) ndo se fatora em Q[%} , concluimos que o
grupo de Galois de f(x) é I, . Mas, e se quisermos calcular o grupo de Galois
de f(x) sobre Q[\E} ?

Pela Tabela 2.5, temos A?=50000e r,(x)=x°-2'"-50000x = x6—214.5,
Observe que @e@[xﬂ, rf(x) possui uma raiz em Q[x/ﬂ e f(x) ndo se divide
completamente em K[a], em que 2=%2  Logo, utilizando o Teorema 49
concluimos que o grupo de Galois de f(x) sobre Q[\/ﬂ é D5. De fato, observe
o diagrama dos corpos intermediarios 3. Temos [@[«S/Z—,HJ:@[JE]]:SZZWZH(%) .

Como vimos ao longo deste trabalho, os polindmios irredutiveis de grau
5 nem sempre sao soldveis por radicais, visto que A, e consequentemente S,
nao sao grupos sollveis. Assim, terminamos este trabalho apresentando a
seguinte proposicao:

B Proposicao 50. Seja f(x) € K[x] um polindmio irredutivel de grau 5, com charK
= 0. Entdo f(x) é soltvel por radicais se e somente se o grupo de Galois Gal (fK)
é isomorfo a um subgrupo de F,; .



CONCLUSAO

A busca por solucdes de equacgdes polinomiais movimentou a matema-
tica ao longo dos séculos, possibilitando o surgimento de inimeros avangos
nas mais diversas areas da matematica. A teoria de Galois é responsavel por
responder satisfatoriamente uma das questdes que intrigou os matematicos
ao longo de milénios, envolvendo com maestria topicos das teorias de grupos
e corpos, explicando por que nem todos os polindmios com grau maior ou
igual a 5 s3o sollveis por radicais. Nesse artigo apresentamos técnicas que
permitem classificar o grupo de Galois de qualquer polindmio com grau
menor ou igual a 5, vislumbrando porqué nem todos os polinédmios sao
sollveis por radicais.
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A foto de capa’ foi tirada no Laboratorio de Ensino
de Matematica (LEM) do curso de Licenciatura em
Matematica da UTFPR, Campus Toledo, e remete
a uma dentre tantas experiéncias significativas
realizadas com o uso do Abaco de Fracdes, ja utilizado
com centenas de alunos em projetos como o PIBID,
Residéncia Pedagogica, Oficinas e estagios, bem como
no contexto da formacao continuada de professores.
Da esquerda para a direita temos os estudantes
Adriana Livi, Gustavo Henrique Zanette e Cleber
Cavalcante. Ao fundo, o simbolo do curso, criado pela
egressa Renata Goncalves e escolhido pelos pares em
uma selecao realizada pelo colegiado do curso, desde
entao, nossa marca registrada.

A foto é institucional e pertence ao acervo do curso.

" Nota da editora: foi utilizado um recurso visual, criando um efei-
to na imagem original para dar mais plasticidade e uma identida-
de visual mais artistica apesar de o tema ser mais técnico



Este livro apresenta o esforco coletivo realizado por 18 professores,
junto de egressos e colaboradores do Curso de Licenciatura em
Matematica, em apresentar um panorama das agoes desenvolvidas nos
10 anos de sua existéncia. Como uma fotografia, & impossivel relatar
tudo que foi desenvolvido: organizacdo de inimeros eventos (regionais,
nacionais e internacionais), gincanas, oficinas, projetos de extensao,
eventos culturais, programa de Licenciaturas Internacionais, pesquisas
cientificas nas areas de Educagao Matematica, Matematica Pura e
Aplicada, pos-graduacao, parcerias com o poder publico, secretarias e
regionais de Educacao.

Esta obra é dedicada as pessoas comprometidas com a busca de novos
caminhos para a educagao. Pois acreditamos que com bom humor,
gentileza e empatia esse arduo trabalho pode ressignificar historias e
construir caminhos.

“So existe saber na invencao, na reinvencao, na busca inquieta,
impaciente, permanente, que os homens fazem no mundo, com o
mundo e com os outros”. (Paulo Freire, Pedagogia do oprimido. Rio de
Janeiro: Paz e Terra, 1987).
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