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1 INTRODUÇÃO

1.1 JUSTIFICATIVA PARA A ESCOLHA DO TEMA

1.2 REVISÃO DA BIBLIOGRAFIA

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 OBJETIVO GERAL

1.3.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS

1.4 PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho está estruturado em cinco capítulos, a saber:

⋆ Capítulo 1;

• Capítulo 2;

• Capítulo 3.

i) Capítulo 1;

b) Capítulo 2;

1. Capítulo 3.
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2 CITAÇÕES

NBR 10520, atualizada em julho de 2023. Consultar as normas ABNT em <https:
//webapp.utfpr.edu.br/bibservices/gedWeb>.

2.1 INDIRETAS

Segundo Posamentier e Salkind (1988), ...

Tavares construiu as figuras que ilustram as demonstrações de lemas e teoremas, bem
como definições, no software de geometria dinâmica GeoGebra 3D (Tavares, 2019).

2.2 DIRETAS

1. Até três linhas.
Em Tavares (2019, p. 36), “todas as figuras que ilustram as demonstrações de lemas e
teoremas, bem como definições, foram construídas com o software de geometria dinâmica
GeoGebra 3D”.

2. Quatro linhas ou mais.

Realizamos uma pesquisa bibliográfica em livros de geometria, disserta-
ções de mestrado do Profmat, artigos acadêmicos, sites especializados em
geometria e revistas, para catalogar diferentes estratégias para comprovar
as relações para o cálculo do volume da esfera e da área da superfície
esférica. Na pesquisa, constatamos, por exemplo, que a literatura aborda
o volume da esfera por intermédio do método da exaustão inscrevendo
cilindros retos na semiesfera. Contudo, não encontramos referências ao
uso do mesmo método com a inscrição de troncos de cone retos de bases
paralelas na semiesfera.
Na construção das figuras que compõem a dissertação, sempre relevantes
em um trabalho de geometria, optamos pelo GeoGebra 3D por este ser um
aplicativo gratuito. Assim, todas as figuras que ilustram as demonstrações
de lemas e teoremas, bem como definições, foram construídas com o
software de geometria dinâmica GeoGebra 3D (Tavares, 2019, p. 36).

https://webapp.utfpr.edu.br/bibservices/gedWeb
https://webapp.utfpr.edu.br/bibservices/gedWeb
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3 AMBIENTES MATEMÁTICOS E EQUAÇÕES

Definição 3.1. Seja ...

Problema 3.1. Para ...

Teorema 3.1 (de Pitágoras). Em um triângulo retângulo, o quadrado da medida da hipotenusa é

igual à soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Segundo o Teorema 3.1 ...

3.1 AMBIENTES MATEMÁTICOS

Segundo o Teorema de Pitágoras, temos que a2 = b2 + c2

a2 = b2 + c2. (3.1)

Em (3.1), a é a medida da hipotenusa e b e c são as medidas dos catetos.

a2 = b2 + c2.

a2 = b2 + c2.

Das investigações que efetuamos, concluímos que:

a2 =b2 + c2;

b =z

4;

c =
√

x + y. (3.2)

Em (3.2), x é a medida ...

∫ ∞

1

√
x2 − 1

e3x5−2x3+5 dx

V ≈π

3 r3
[

2
n

n − 2
n3

n(n + 1)(2n + 1)
6 + 2

n3
n(n + 1)

2

]
+

+ π

3 r3

− 1
n3 n + 1

n3

n∑
i=1

√
(n2 − (i − 1)2) (n2 − i2)

 ; (3.3)
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A =


1 0 0
0 cos α − senα

0 senα cos α



Analisando a soma
∞∑

i=1

1
n

, concluímos que:

3.2 EQUAÇÕES

Rx · Ry =


1 0 0
0 cosα −senα

0 senα cosα

 ·


cosβ 0 senβ

0 1 0
−senβ 0 cosβ



=


cosβ 0 senβ

senαsenβ cosα −senαcosβ

−senβcosα senα cosαcosβ

 ̸= I3, (3.4)

S = 2π

∫
ρ

−ρ
f(x)

√√√√1 +
(

dy

dx

)2

dx

= 2π

∫
ρ

−ρ
f(x)

√√√√1 + x2

ρ2 − x2 dx

= 2π

∫
ρ

−ρ
f(x)

√√√√ρ2 − x2 + x2

ρ2 − x2 dx

= 2π

∫
ρ

−ρ
f(x) ρ√

ρ2 − x2 dx. (3.5)

V ≈π

3 r3

 2
n

n − 2
n3

n(n + 1)(2n + 1)
6 + 2

n3
n(n + 1)

2 − 1
n3 n + 1

n3

n∑
i=1

√
(n2 − (i − 1)2) (n2 − i2)

 ;

V ≈π

3 r3

2 − 2
(1

3 + 1
2n

+ 1
6n2

)
+
( 1

n
+ 1

n2

)
− 1

n2 + 1
n3

n∑
i=1

√
(n2 − (i − 1)2) (n2 − i2)

 ;

V ≈π

3 r3

2 − 2
(1

3 + 1
2n

+ 1
6n2

)
+ 1

n
+ 1

n3

n∑
i=1

√
(n2 − (i − 1)2) (n2 − i2)

 ;

V ≈π

3 r3

2 − 2
(1

3 + 1
6n2

)
+ 1

n3

n∑
i=1

√
(n2 − (i − 1)2) (n2 − i2)

 . (3.6)
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lim
n→∞

1
n3

n∑
i=1

√
(n2 − (i − 1)2) (n2 − i2) = 2

3 = 0, 6,

lim
n→∞

1
n3

n∑
i=1

√
(n2 − (i − 1)2) (n2 − i2) = 2

3 = 0, 6, (3.7)
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4 FIGURAS

Figura 4.1 – Segmentos esféricos determinados por dois planos paralelos α e β secantes à esfera

Fonte: Tavares (2019).

4.1 O PACOTE SUBFIGURE

Figura 4.2 – Plano α: (a) tangente à esfera de centro O e raio r; (b) secante à esfera de centro O
e raio r

(a) (b)

Fonte: Tavares (2019).
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4.2 O PACOTE WRAPFIGURE

Figura 4.3 – Segmentos esféricos determinados por dois pla-
nos paralelos α e β secantes à esfera

Fonte: Tavares (2019).

O segmento esférico pode
ser definido a partir da seção da
esfera por planos secantes. Assim,
dois planos α e β, secantes à es-
fera, definem três segmentos esfé-
ricos, ilustrados na Figura 4.3: um
segmento esférico de duas bases,
compreendido entre α e β, e dois
segmentos esféricos de uma base.

Definição 4.1. Segmento esférico

é um sólido de revolução cuja ge-

ratriz é um semisegmento circular

de uma ou duas bases e cujo eixo

é uma reta perpendicular às bases do segmento circular.

O segmento esférico pode ser definido a partir da seção da esfera por planos secantes.
Assim, dois planos α e β, secantes à esfera, definem três segmentos esféricos, ilustrados na
Figura 4.3: um segmento esférico de duas bases, compreendido entre α e β, e dois segmentos
esféricos de uma base.

4.3 OUTROS EXEMPLOS DE FIGURAS

Figura 4.4 – Sequência de aproximações gerada pelo método de Newton-Raphson

Fonte: Tavares (2019).
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Figura 4.5 – A anticlépsidra e uma parte da clépsidra

Fonte: Tavares (2019).

A Figura 4.5 ilustra ...
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Figura 4.6 – Volume da esfera: (a) anticlépsidra; (b) uma parte da clépsidra

(a)

(b)

Fonte: (a) Tavares (2019); (b) Silva (2020).
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Figura 4.7 – Volume da esfera: (a) anticlépsidra; (b) uma parte da clépsidra

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: (a) Tavares (2019); (b) Silva (2020).

Figura 4.8 – A anticlépsidra e uma
parte da clépsidra

Fonte: Tavares (2019).

Durante a resolução da questão mencionada acima,
numa turma de preparação olímpica, um aluno me pergun-
tou: ”Professor, quantos polígonos elegantes existem? ”.
A discussão promovida a partir da indagação do aluno me
motivou à escrita deste artigo” (Silva, 2020, p. 22).

Durante a resolução da questão mencionada acima,
numa turma de preparação olímpica, um aluno me pergun-
tou: ”Professor, quantos polígonos elegantes existem? ”.
A discussão promovida a partir da indagação do aluno me
motivou à escrita deste artigo (Silva, 2020, p. 22).

Durante a resolução da questão mencionada acima,
numa turma de preparação olímpica, um aluno me perguntou: ”Professor, quantos polígonos
elegantes existem? ”. A discussão promovida a partir da indagação do aluno me motivou à escrita
deste artigo” (Silva, 2020, p. 22).
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5 TABELAS

5.1 TABELAS DIVERSAS

Tabela 5.1 – Relações de Arquimedes para o volume da esfera de raio R

MÉTODO RELAÇÃO
Equilíbrio Considerando uma balança com ponto de apoio em O, a es-

fera e um cone de raio e altura 2R colocados a uma distância
2R do ponto O equilibram um cilindro de raio e altura 2R
colocado a uma distância R de O.

Dupla redução ao absurdo O volume da esfera é igual a 4 vezes o volume de um cone
de raio e altura R.

Cilindro circunstrito O cilindro circunscrito à esfera é igual a uma vez e meia à
esfera, em área e volume.

Fonte: Udesc (2019).

Tabela 5.2 – Aproximação da maior raiz de f(x) = ex −4x−3 pelo método de Newton-Raphson

n xn ϕ (xn) = xn+1 |xn+1 − xn| ≤ ε

0 3 2.6838441 0.3161559 > 10−6

1 2.6838441 2.5987140 0.0851301 > 10−6

2 2.5987140 2.5932538 0.0054602 > 10−6

3 2.5932538 2.5932325 0.0000213 > 10−6

4 2.5932325 2.5932325 < 10−6

Fonte: O Autor.

Analisando a Tabela 5.2, constatamos que ...

Tabela 5.3 – Aproximação da maior raiz de f(x) = ex −4x−3 pelo método de Newton-Raphson

n xn ϕ (xn) = xn+1 |xn+1 − xn| ≤ ε
0 3 2.6838441 0.3161559 > 10−6

1 2.6838441 2.5987140 0.0851301 > 10−6

2 2.5987140 2.5932538 0.0054602 > 10−6

3 2.5932538 2.5932325 0.0000213 > 10−6

4 2.5932325 2.5932325 < 10−6

Fonte: O Autor.
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6 CONCLUSÃO
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